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Analyse der verschiedenen Verfahren zur Berechnung 
der Torsionseigenschwingungen von Maschinenwellen. 


Von K, Klotter. 


A. Die untersuchten Gebilde, Voraussetzungen und grundsiatzliche Uberlegungen. 


I. Voraussetzungen und Aufgabenstellung; Bezeichnungen. 


1. Die ,,Abbildung* des wirklichen Systems auf ein Ersatzsystem; die Aufgabenstellung: 
_Aufsuchung der Eigenfrequenzen. Unter der Fiille von dynamischen Problemen, die die Kolben- 
maschine darbietet, ordnet sich eine sorgfaltig zu beachtende und auch schon in weitem MaBe 
erforschte Gruppe unter das Stichwort ,,Torsionsschwingungen‘‘, Das mechanische Gebilde, 
das dabei untersucht werden muB, ist recht verwickelt gebaut. Es besteht aus einer Kurbel- 
welle mit oft vielen Krépfungen, an deren jede sich Pleuelstangen und Kolben anschlieBen; 
_der gekrépfte Teil der Kurbelwelle setzt sich dann entweder unmittelbar oder unter Zwischen- 
schaltung von Getrieben, in denen sich die Wellenleitung oft noch verzweigt, fort in einer glatten 
Welle, die rein rotierende Kérper (Schwungrader, Treibschrauben u. dgl.) trigt. Das .Ganze 
wird oft zudem absichtlich nachgiebig gelagert. 
Ks ist verstandlich, daB man die Fille der hierbei auftretenden Bewegungsmdglichkeiten 
nur dadurch einer rationellen Untersuchung zuganglich machen kann, daB man das vorgegebene 
Gebilde schrittweise so weit vereinfacht, bis es mit einem ertraglichen, Aufwand behandelbar 
wird. Anders ausgedriickt: Man mu8 an die Stelle des wirklich vorliegenden Gebildes ein ge- 
eignet gewahltes Ersatzsystem treten lassen, oder kiirzer gesagt: Man mu das wirkliche 
Gebilde auf ein Ersatzsystem ,,abbilden‘‘. Dieses Ersatzsystem mu8 selbstverstandlich so be- 
schaffen sein, da es noch die wesentlichen Ziige der zu untersuchenden Erscheinungen zeigt. 
Je nach dem Gesichtspunkt, unter dem ein Vorgang studiert werden soll, wird man unter 
Umstanden verschiedene Ersatzsysteme fiir das wirkliche Gebilde zu wahlen haben. 
Die erste Voraussetzung (oder Einschrankung), die wir hier machen wollen, sei die, daB die 
Lager des Motors selbst starr seien und daf sie starr mit einer starren Unterlage verbunden 
werden. Elastische Nachgiebigkeit soll also nur der Welle (Kurbelwelle) selbst zukommen. 
Dieses elastische Gebilde mit seinen Anhangseln an verschiedenartig bewegten Teilen (Pleueln 
und Kolben) mége nun abgebildet werden auf (ersetzt werden durch) eine glatte Welle, die 
Scheiben von zeitlich unveranderlichen (konstanten) Tragheitsmomenten trigt. Die so formu- 
lierte ,,Abbildungsaufgabe‘‘ schlieBt zwei Teilaufgaben in sich: Erstens die Frage nach den 
_. Tragheitsmomenten der Scheiben, die die beweglichen, hin und her gehenden Getriebeteile 

miglichst gut ersetzen, zweitens die Frage nach der Linge der glatten Wellenstiicke (gegebener 
_Torsionssteifigkeit), die die Krépfungen méglichst gut ersetzen. Von der ersten Aufgabe spricht 
man auch als der ,,Reduktion der Massen‘‘, von der zweiten als der ,,Reduktion der Langen‘“‘. 

Mathematisch gesprochen handelt es sich dabei um folgendes: Die Bewegungsgleichungen 
der Torsionsschwingungen einer glatten Welle, die Scheiben von zeitlich konstantem Trag- 
heitsmoment tragt, bestehen (wie wir bald noch zeigen werden) aus einem System von linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die tiberdies in einer 

- ganz speziellen Weise gekoppelt sind, namlich so, daB die nicht abgeleiteten Veranderlichen 
auBer in der Hauptdiagonalen nur in den beiden benachbarten Diagonalen auftreten (siehe 
die Gleichungen (4.2)). Die beiden Abbildungsaufgaben verlangen nun, die konstanten Koeffi- 
zienten des Differentialgleichungssystems zu ermitteln. 

Es Jat sich allerdings zeigen, daB beide Aufgaben, sowohl die der Reduktion der Massen 
wie auch die der Reduktion der Liangen, sich streng itiberhaupt nicht lésen lassen. Denn die 
hin- und hergehenden Teile (Pleuel und Kolben), die sich an eine Kropfung anschliefen, bedingen 
zeitlich veranderliche Koeffizienten der Differentialgleichungen!. Ferner laBt sich eine Kurbel- 


1 KE. Treffiz, Zur Berechnung der Schwingungen von Kurbelwellen. Aachener Vortrage. Berlin 1930. — 
F. Kluge, Ing.-Arch. 2 (1931) $. 119. — T. E. Schunck, Ing.-Arch. 2 (1931) S. 591. 

Zusammenfassend: R. Grammel, Uber einige dynamische Probleme bei Kolbenmaschinen, Schriften d. 
Deutschen Akad. f. Luftfahrtforschung, Heft 5, 1939. 
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welle, die nicht nur durch reine Drehmomente belastet wird, sondern die, ihrem Wesen und 
ihrer Bestimmung nach, Krafte auf die Kurbelzapfen erfahrt, streng nicht auf eine glatte Welle 
abbilden. Das wirkliche System der Differentialgleichungen enthalt somit nicht nur die oben 
genannten ,,Kopplungsglieder‘‘, sondern alle itberhaupt méglichen. Diese Erkenntnis verdankt 
man den Untersuchungen von R. Grammel', in denen die Begriffe ,, Torsion erster Art“*, ,, Torsion 
zweiter Art‘‘, ,,Haupttorsionen‘‘ und ,,Nebentorsionen“‘ gepragt wurden. 

An diese Untersuchungen hat sich eine oft heftige Diskussion angeschlossen, die ihren Nieder- 
schlag allerdings nur zu einem geringen Teil im Schrifttum fand?. Uber die strittigen Punkte 
brachte dann eine Untersuchung von A. Kimmel? Aufkliérung. Eine zusammenfassende Dar- 
stellung des Problems der ,,Reduktion der Langen‘‘ gab schlieBlich der Verfasser*. 

Mit den genannten, vom Standpunkt unserer Aufgabe aus vorbereitenden Untersuchungen 
befassen wir uns hier nicht. Wir gehen vielmehr unmittelbar aus von den schon linearisierten 
Bewegungsgleichungen mit konstanten Koeffizienten, die in der erwahnten speziellen Weise 
gekoppelt sind. 

Betrachtet man die Bewegungen, die unter dem EinfluB der auf die Kurbelzapfen wirkenden, 
periodisch veranderlichen Tangentialkrafte zustande kommen, so hat man es mit erzwungenen 
Schwingungen zu tun; die sie beschreibenden Differentialgleichungen weisen ,,Stérglieder* auf. 
Trotzdem kénnen wir Aufklarung iiber viele wesentliche Punkte schon erhalten, wenn wir die 


freien (oder Eigen-) Schwingungen allein betrachten, die durch die verkiirzten (homogenen) — 


Differentialgleichungen beschrieben werden. Diese homogenen Gleichungen liefern vor allem 
die Eigenfrequenzen, das sind jene Frequenzen, mit denen das torsionsschwingungsfahige 
System freie harmonische Schwingungen ausfiihren kann. Von Bedeutung sind diese Eigen- 
frequenzen deshalb, weil sie jene Frequenzen bezeichnen, bei denen die érzwungenen Aus- 
schlige iiber alle Grenzen wachsen wiirden. Da Betriebszustande, bei denen solche iber alle 
Grenzen gehenden Ausschlage auftreten wiirden, ausgeschlossen werden miissen, bedeutet die 
Bestimmung der Eigenfrequenzen die wichtigste Feststellung, die hinsichtlich der Eigenschaften 
eines torsionsschwingungsfahigen Systems zunichst zu leisten ist. Mit dieser Aufgabe beschaftigen 
wir uns in diesem Bericht allein. 


Die Berechnung der erzwungenen Schwingungen selber wird auch deshalb oft gar nicht aus- 
gefiihrt, weil — wenigstens in der Nahe der durch die Eigenfrequenzen bezeichneten ,,Resonanz- 
stellen‘‘ — die Ausschlage wesentlich von den Widerstands- oder Dampfungskraften abhangen. 
Diese Dampfungskrafte sind bisher nur in sehr unvollkommener Weise erforscht worden. Grund- 


sdtzlich wirken in ihnen die Einfliisse von Lagerreibung, Luftreibung und Werkstoffdampfung 


zusammen, Eine rechnerische Untersuchung hatte iiberdies nur dann Aussicht auf Erfolg, wenn 
diese ,, Dimpfungskriafte‘‘ (wie wir sie zusammenfassend nennen wollen), linear von der Schwin- 
gungsgeschwindigkeit abhingen oder sich geniigend genau in dieser Weise darstellen lieBen. 
Die wirkliche Abhangigkeit ist sicher nicht linear; die Frage, wie weit lineare Ersatzkrafte ge- 
funden werden kénnen, ist noch offen. Eine genaue Untersuchung der erzwungenen Schwingungen 


eriibrigt sich aber, wie gesagt, in der Regel deshalb, weil weit auBerhalb der Resonanz die Aus- 


schlage ungefahrlich bleiben, in der Nahe der Resonanzstellen aber so gro& werden, da® sie 
ohnehin nicht zugelassen werden diirfen. Notwendig, in der Regel aber auch geniigend, ist des- 


halb die Ermittlung der Resonanzstellen selber, d. h. der Eigenfrequenzen. Diese Higenfrequenzen — 


werden durch die Dampfungskrafte nur ganz unwesentlich beeinflu®t, so daB wir berechtigt — 


sind, sie ohne Beriicksichtigung der Dampfungskrafte zu bestimmen. 


Unsere Aufgabe besteht daher in der Ermittlung der Ligenfrequenzen eines dampfungs- 
freien, torsionsschwingungsfihigen Gebildes, das aus glatten Wellenstiicken mit aufgesetzten 
Scheiben konstanter Tragheitsmomente aufgebaut ist. 


2. Das Ersatzsystem, Bezeichnungen. Das mechanische System, das allen weiteren Unter- 
suchungen zugrunde liegt, zeigt Abb. 1. Es besteht aus n-+-1 Scheiben vom (Massen-) Tragheits- 
moment @) (A=0,1,2...n), zwischen denen sich n glatte, zylindrische, tragheitsfreie Wellenstiicke 
von der Linge 1; (A=1,2... n) befinden, Die zugehérigen Torsionssteifigkeiten sind c, =GJpila; 


i mee Grammel, Ing.-Arch. 4 (1933) S. 287. — R.Grammel, K. Klotter, K. v. Sanden, Ing.-Archiv 7 (1936) 


* J. Meyer, Luftfahrtforschung 17 (1940) §. 54. — R.Grammel, Ing.-Arch. 11 (1940) S. 149. 
° A, Kimmel, Ing.-Arch. 10 (1939) S. 196. 
* K. Klotter, Z. VDI. 85 (1941) S. 558. 
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¢ abei bedeutet G den Gleitmodul des Wellenbaustoffes, Jp das polare (geometrische) Tragheits- 
moment des kreis- oder kreisringférmigen Wellenquerschnitts. 


Manche Autoren benutzen als Ersatzsystem ein solches, wie es die Abb. 2 zeigt. Der Unter- 

; schied gegeniiber dem der Abb. 1 besteht darin, daG an Stelle der Scheiben vom Tragheitsmoment 

O, jeweils zwei Massen m;/2 auftreten, die am Hebelarm r (fiir den in der Regel der Kurbel- 
radius gewahlt wird) sitzen. Es gilt dann O9,=my, r2. In diesem Bericht wird (ohne Riicksicht 
darauf, wie die Autoren. selbst bezeichnen) stets das System der Abb. 1 verwendet. 


Der Drehwinkel einer 


Scheibe ©, gegeniiber einer vy a d J. a, ae I, 
= / 7 7-7 
raumfesten Ausgangslage wird 
mit qa bezeichnet. Dieser © cy lp Ly ln 
_ Winkel setzt sich zusammen Saaaes ee ee 
C. Gs eC C, 
, aus einem von der gleich- , f- A @ © 
_ férmigen Rotation der Welle 9, 0, ~ O @a-7 Oa On-1 On 


mit der Winkelgeschwindig- 


pRoit @, herrithrenden Anteil 
- @yt und dem Ausschlag @ der dariiber gelagerten Schwingung: 


7 | ; Pi=Wy t+. (2.1) 

. Verlauft die Ausschlag-Zeit-Funktion eines solchen Winkels 9; harmonisch mit einer Kreis- 
frequenz @, so wird angesetzt 

4 O,=u, cos wt; (2.2) 


‘ 


Abb. 1. Schema des untersuchten Schwingers. 


ua bezeichnet also die Amplitude des mit der Kreisfrequenz @ harmonisch veranderlichen Win- 
kels 02. : 


Das Drillungsmoment in einem Wellenstiick 1, wird mit Dj, bezeichnet, es ist 


Di=cn(9,_1—9,) . ; (2.3) 
Das Drillungsmoment wird 
¥ demnach positiv gerechnet, Mg my mz mAs MA Mn-1 Mn 
wenn der Ausschlag der das Z Z 2 2 2 Z Zz 


-Wellenstiick links begrenzen- 
s den Scheibe gréBer ist als der eS Zp ia Rege seu! o 


der rechten. Das hei8t aber, _ -==== = 5555 SS 


C 
ein positives Drillungsmoment a % CA n 
f sucht die weiter rechts liegende 
_ Secheibe nach ,,vorn‘‘ (d. h. ‘Mo My Le Ma NZ mn1 Tn 
im Sinne wachsender #) zu 2 Z, 2 2 2 2 
4 drehen, die links liegende Zu- Abb. 2. Zweite Darstellung des Schwingers. 
_riuckzuholen. 
Mg - Betrachtet man links von @, und rechts von O, jeweils noch ein ,,iiberstehendes** Wellen- 


g stiick, so sind die in ihnen wirkenden Drillungsmomente sinngema mit Dy und D,,, zu be- 
zeichnen. Da diese Wellenstiicke nicht verdreht werden kénnen, so gilt 


me ~ Do=0, Dyi=0; (2.4a) 
a diese Gleichungen werden spater Bedeutung (als ,,Randbedingungen“‘) erlangen. 
a Ein fiir die Drillungsmomente notwendiger ,,harmonischer peas wad in der Form 
= D,=x, cost — (2.5) 
7g vorgenommen; «, bezeichnet also die zur Kreisfrequenz w gehérige Amplitude eines harmonisch 
 verinderlichen Drillungsmomentes D,. Wegen (2.4a) gilt auch : 
. %p=0 5 Kyi =O. (2. 4b) 


Wir erwihnen hier nun noch andere Bezeichnungen und Abkiirzungen, deren wir uns im 
. . . . . / . 
weiteren Verlauf der Untersuchung mit Vorteil hedienen werden. Mit k, und k, werden die 


i Quotienten 
Ch , 7) 2. 6) 
k = k Fa eae e ) 
bezeichnet werden. Diese Groen lassen sich deuten als die Frequenzquadrate (Quadrate der 
; A 
\ e 
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Kreisfrequenz) von ,,Teilsystemen‘‘, wie sie in Abb. 3 angegeben sind. Das Frequenzquadrat w? 
selbst werden wir oft durch z bezeichnen: : 
w2=z. ; (2.7) 
62-7 OA . 
ip II. Die Lésungsverfahren; ihre Einteilung in zwei Klassen. 


A 3. Untersuchte Verfahren; Ziel der Darstellung. Die am Ende von Ab- 
4 schnitt 1 genannte Aufgabe der Ermittelung der Torsionseigenfrequenzen 
(und -schwingungsformen) fiir das in Abschnitt 2 beschriebene Ersatz- 
system hat in den vergangenen vierzig Jahren eine fast uniibersehbare 
Piille von Lésungsvorschlagen hervorgerufen. Die Entwicklung ist jetzt 
“A zu einem gewissen Abschlu®B gekommen; es scheint daher gerechtfertigt, 
einen zusammenfassenden Uberblick tiber das Erreichte zu geben. . 

Aus der grofen Zahl von vorgeschlagenen Verfahren werden hier nur 

jene erértert, die entweder in irgendeiner Weise das Problem wesentlich 
AZ gefordert haben, oder die sonstwie der Beachtung wert sind. Die dem- 
Z gemaB in Betracht gezogenen Verfahren und Vorschlage sind in chrono- 
2-kg logischer Folge in einer Liste am Schlu8 des Aufsatzes verzeichnet. Mit 
“A der in eckige Klammern gesetzten laufenden Nummer dieses Verzeichnisses 
werden die Verfahren hier weiterhin stets zitiert. 

Das Ziel, das wir mit unserer Darstellung verfolgen, besteht aber nicht in 
einer solchen chronologischen Aufzahlung. Wir wollen vielmehr die verschiedenen Verfahren einer 
systematischen Betrachtung unterwerfen, sie insbesondere daraufhin untersuchen, worin der je- 
weilige Grundgedanke besteht, und wie der betreffende Vorschlag mit anderen V orschlagen zusam- 
menhingt, auf solchen aufbaut, oder sonstwie Beriihrungspunkte mit ihnen aufweist. Es kann 
desbalb auch nicht Aufgabe dieses Berichtes sein, die Verfahren mit ,,historischer Treue*‘ zu 
beschreiben, das heif®t, genau dieselbe Beweisfiihrung, woméglich mit denselben Bezeichnungen, 
anzuwenden, wie sie der jeweilige Autor benutzt. Im Gegenteil: Zur Sicherung des eigentlichen 
Zieles, namlich der Herausarbeitung der gedanklichen Entwicklungslinie, die durch die ver- 
schiedenen Verfahren und Vorschlige bezeichnet wird, erweist es sich als notwendig, alle diese 
Verfahren und Vorschlage unter gemeinsamen Gesichtspunkten und mit einer gemeinsamen, 
zweckmaBig gewahlten Bezeichnungsweise darzustellen, eben unter Befreiung von den spezi- 
fischen Eigentiimlichkeiten in den Darstellungen der einzelnen Verfasser. 

Dem genannten Ziel dient es auch, da die aufgefiihrten Beispiele nicht den Original- 
arbeiten entnommen wurden, da sie vielmehr simtlich neu gebildet und neu berechnet worden 
sind. Wo immer es angangig war und den Voraussetzungen entsprach, wurde ein und derselbe 
Schwinger als Beispiel fiir verschiedene Verfahren gewahlt, eben um den Vergleich der Verfahren 
untereinander zu erleichtern und dadurch sowohl Gemeinsamkeiten wie auch Unterschiede um 
so deutlicher hervortreten zu lassen. 

Zunichst kénnen wir feststellen, da® alle die aufgezahlten Verfahren sich in zwei grofe 
Klassen einordnen lassen. In die erste Klasse gehéren jene, die unmittelbar an die Bewegungs- 
gleichungen des Ersatzsystems, oder vielmehr an das aus diesen Bewegungsgleichungen durch 
cen ,,Hauptschwingungsansatz‘‘ hervorgehende System von algebraischen Gleichungen, an- 
schlieBen. Die zweite Klasse umfafit dann jene Verfahren, die Gebrauch machen von einem 
Gedanken der ,,Aufteilung’* des Schwingers in Teilsysteme, einer Aufteilung, die so vorgenommen 
wird, dafi jedes der Teilsysteme die gleiche Vigenfrequenz aufweist wie der ungeteilte Schwinger 
selbst. In Abschnitt 4 werden wir demgemaf zunichst die Bewegungsgleichungen und das aus 


xX 


S 


Abb. 3. Teilsysteme. 


ihnen hervorgehende System der homogenen algebraischen Gleichungen herleiten, das dann den 


Ausgangspunkt der Verfahren der ersten Klasse bildet, in Abschnitt 5 erértern wir den soeben er- 
wahnten Gedanken der ,,Aufteilung‘‘ genauer, in Abschnitt 6 zeigen wir dann noch, da®B das Ver- 
fahren der Aufteilung in der Tat gleichwertig ist mit der Benutzung der Bewegungsgleichungen. 


4. Die Bewegungsgleichungen fiir die freien Torsionsschwingungen. Das schwingungsfahige 
Gebilde, um das es sich handelt, ist in Abb. 1 schon dargestellt, die verwendeten Bezeichnungen 
sind in Abschnitt 2 ebenfalls schon aufgefiihrt. Die Bewegungen des genannten Schwingers 
werden beherrscht von zwei Gruppen von Gleichungen: erstens den dynamischen Glei- 
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zweitens den elastischen Gleichungen (die schon in (2.3) angegeben sind) 

Dz=c, (O,-4 —0) i (4. 1b) 


Setzt man die Gleichungen (4.1b) in (4.1a) ein (d.h. eliminiert man die Drillungsmomente), 
so findet man die in den Ausschlagen allein geschriebenen Gleichungen 


O; 81 — cx Ox_1t+(crten41) Ox —€241 9141 =0 (A=0, Wiiavsie-#2) (4.2) 

' wenn cy=0 und c,4 =0 gesetzt werden. | 
Wegen der besonderen Bauart der Gleichungen (4.2), insbesondere wegen des Fehlens von 
Gliedern, die von Dampfungskraften herriihren, laBt sich die Integration mit Hilfe des ,,Haupt- 


schwingungsansatzes‘‘ ; 
0, =u, cos wt (4.3) 


durchfiihren. Das System der Differentialgleichungen (4.2) geht dann iiber in das System der 
algebraischen Gleichungen 
: —¢, Ug_1+(ca+e,41 —O,2z) ua —ca41 uri=0) (A= 0,13... 2) (4.4) 
mit 
F ; eo=6, C410. 

Die Gleichungen (4.4) kennzeichnen das in Abschnitt 1 schon formulierte ,,Higenwert- 
problem‘: Es sind jene Werte z (,,.Eigenwerte“‘) aufzusuchen, bei denen die homogenen Glei- 
chungen (4.4) miteinander vertraglich sind, Die Bedingungen dafir, da® diese homogenen 
algebraischen Gleichungen miteinander vertraglich sind, da8 das Gleichungssystem (4.4) also 

- eine von Null verschiedene Lésung zulasse, ist das Verschwinden der Determinante ihrer Koeffi- 


zienten, , 
c, Oz —C; 0 0 
\ —Cy ct+ce,—O,2 C5 0 
0 —Cy Cy-+¢3;—O,2 —cs 0 (4.5) 
—Cn-1~ €n—1+Cn—O,_12  —€n | 
es fn — On | 


Die Gleichung (4.5) ist zunachst eine algebraische Gleichung vom Grade n+1 in z, oder nach 
Abspaltung der Wurzel z=0 eine algebraische Gleichung n-ten Grades in z. Sie heibt die ,,Fre- 
quenzengleichung“. Ihre n positiven Wurzeln z sind die n Eigenwerte des Problems, sie bestim- 
men die n gesuchten Eigenfrequenzen des Schwingers. Das System homogener Gleichungen 
(4.4) hat fiir die n Higenwerte z jeweils einen Satz von Null verschiedener Lésungen up,... Un. 
Wegen der Homogenitat der Gleichungen sind diese Lésungen nur bis auf einen gemeinsamen 
_ Faktor bestimmt ; oder anders ausgedriickt, es sind nur die Ausschlagverhaltnisse uy: u,:Ug:. ..: Un, 
nicht aber die Ausschlage selbst festgelegt. Wegen (4.3) ist das Verhaltnis der Amplituden u 
~ gleich dem Verhaltnis der Ausschlage ? zu allen Zeiten. Dieser Tatsachen erinnern wir uns, wenn 
spater von der ,,Ausschlaglinie* der Eigenschwingungen die Rede sein wird. 
Mit der Angabe der Determinantengleichung (4.5) ist die gestellte Aufgabe der Ermittlung 
der Eigenfrequenzen vom algebraischen Standpunkt aus gelist. Sobald jedoch die Anzahl n 
der Freiheitsgrade des Schwingers nicht mehr ganz klein ist, schon wenn n>3 ist, wird die 
Aufgabe der Aufstellung und Auswertung der Determinante zur Herstellung der algebraischen 
Gleichung und die Lésung dieser Gleichung recht umstiandlich, zeitraubend und zudem un- 
iibersichtlich. Der Zweck aller vorgeschlagenen Verfahren besteht nun darin, die Aufstellung 
und Lésung dieser Determinantengleichung zu umgehen und die Kigenfrequenzen in anderer 
. Weise zu gewinnen. 
Ausgangspunkt aller Verfahren der ersten Klasse bleibt dabei jedoch das System der al- 
gebraischen Gleichungen (4.4) oder auch jener Satz von Gleichungen, die aus (4. 1a) baw. (4. 1b) 
durch Einfiithrung des Hauptschwingungssatzes entstehen, und die lauten 
ee ou 
ae fone VA OO) sch, (4.6) 


Li =U 
Lad 


Selbstverstandlich erhalt man aus den Gleichungen (4.6) durch Elimination der XA wieder die 
Gleichungen (4.4). An (4.4) oder (4.6) schlieBen sich also alle Verfahren an, die wir in der ersten 


Klasse zusammenfassen, wenn sie auch unter sich noch weitgehende Verschiedenheiten zeigen. 


gaa 0 
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5. Der Gedanke der ,,Aufteilung“. Auf er jenen Verfahren zur Aufsuchung der Eigen- 
frequenzen, die an die Gleichungen (4.4) oder (4.6) anschlieBen, gibt es noch eine Reihe anderer. 
Diese weisen ihrerseits das gemeinsame Merkmal auf, da® sie Gebrauch machen von einem 
Gedanken, der im Jahre 1921 


0, artee, eye Gye On1 On zugleich an _ verschiedenen 


Stellen im Schrifttum auf- 
ly lp Za ln tauchte (u. a. wurde er von 
o===—= Reaaaee = O. Féppl [8] und H. Wydler [6] 
oi “2 4 et in jenem Jahre ausgespro- 
2 chen). Die allen diesen Ver- 
fahren zugrunde  liegende 
623 Oa4a  O2,at7 On-4n aes 5 
, OQ, Oy, yp Ox Orszat Ona On4n-1 Or, Idee lat sich am deutlich- 


sten zeigen fir die Eigen- 
schwingung mit der héchsten 
Frequenz (die Eigenschwin- 


ty | 22 - ee: la F eae 5 ln 
; Coty ee CA es Sh C. 
a Z fa gung n-ten Grades), die da- 


: durch gekennzeichnet ist, daB 

Abb. 4. Zerlegung des Schwingers in Zwei-Massen-Systeme durch Aufspaltung der Drehmassen. auf jedem der n Wellenstiicke 
L,..-> i, jeweils ein reeller 

Knoten liegt. Spaltet man (auBer der ersten und der letzten Scheibe, O, und O,) eine jede — 
Scheibe @, auf in zwei Teile, in einen Teil @;,,, der am rechten Ende des Wellenstiticks l,, 
und in einen Teil @),,,;, der am linken Ende des Wellenstiicks ,,, sitzt, so zerfallt der 
ganze Schwinger in n Teilschwinger, die jeweils aus einem Wellensttick 1; mit den Scheiben 
O,_1,, und 0,,, bestehen (Abb. 4). Die Eigenschwingzahlen dieser Teilsysteme (Abb. 5a) 


lassen sich leicht angeben; es ist namlich 


at ale r oe | ; ‘ (2.4) 


Die Aufsuchung einer Eigenfrequenz des gesamten Schwingers ist nun gleichwertig mit der 
Forderung, die Aufspaltung der Tragheitsmomente der Scheiben so vorzunehmen, daf alle diese 
Teilschwinger dieselbe Frequenz aufweisen. Dann schwingen sie namlich insgesamt genau so 
wie der unzerlegte Schwinger. Die gemeinsame Frequenz der Teilschwinger ist damit gleich der 
gesuchten héchsten Frequenz des unzerlegten Schwingers. 


Man kann noch weitergehen und auBer der Aufspaltung der Scheiben auch eine Teilung 
der Wellenstiicke vornehmen, also fragen, wie man die Langen 1, =1,,,_,+l,,, unterteilen muB, 
damit die an den Teilstellen (die dann die Knoten bezeichnen) 

Bata ens eingespannten Teilschwinger wieder dieselbe Frequenz aufweisen. 

? Statt einer Zerlegung in n Zwei-Massen-Systeme vom Typ der 

Abb. 5a handelt es sich dann (Abb. 6) um eine Zerlegung in 2n Ein- 


Za 
a 
: C2, a-1 


Massen-Systeme vom Typ der Abb. 5b. Fur sie gilt natiirlich 


ae at md ye Aes 
@z-74 Or a On, 2) 
LAV Aa-7 Oa-za — Oa,arz On-47 


- Og On Oz O22 Or3 Oa-4a-1 Gaa Gn-4n-1 On 


6 
Alaa Lio, sf io la,a-t | lana [ean 
fn 2 | legat ‘laa | bean | Zn 


Abb. 5. Aufspaltung der Zwei-Massen- 


Abb. 6. Zerlegung des Schwingers in Ein-Massen-Systeme durch Aufspaltung 
Systeme in Ein-Massen-Systeme. 


von Drehmassen und elastischen Langen. 
/ 


Eine solche Zerlegung der ganzen Welle in Teilsysteme vom Typ der Abb. 5a oder 5b ist 
fir die héchste Schwingungsform, wo alle Knotenpunkte reell sind (d.h. auf den zugehérigen 
Wellenstiicken 1, tatsachlich vorhanden sind), recht anschaulich. Sie laBt sich fiir die niedrigeren 
Schwingungsformen aber ebenfalls vornehmen. Der Unterschied besteht dann nur darin, da 


die Knotenpunkte nicht mehr alle reell sind, sondern zum Teil virtuell werden, d.h. sie liegen 


4 1 ce east 
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‘ 


nicht mehr auf dem Wellenstiick J, selber, sondern rechts oder links auf seiner Verlangerung. 
Anders ausgedriickt: Die Summanden La; und 1,, sind nicht mehr beide positiv und kleiner 
als 4; der eine Summand ist vielmehr groBer als 1;, der andere negativ. Gleichbedeutend damit 
ist, daB das Tragheitsmoment 0, nicht mehr in zwei positive Anteile zerlegt wird, die beide 
kleiner sind als @,; die Aufteilung erfolgt vielmehr in zwei Summanden Q9,, und Ox asi, von 
denen der eine gréfer ist als @), der andere negativ. Wenn auf diese Weise auch die Anschaulich- 
keit des Bildes stark leidet, j 

so bleibt die Idee doch auch 


in diesen Fallen durchfihrbar. Op On-7 On Gn-7 On 
Die niedrigeren Eigenschwineg- 

zahlen 2. 3h a eeiees Lee [ese ay “ade larga Mat 
Grades| sind dann jene, die AS: i pd | 

den jeweils n bzw. 2 n Teil- laa Ln-gn-1 inn 
schwingern gemeinsam sind, p es ray A 

aS insgesamt iP 2, ae, (n-1) Abb. 7. Zerlegung el Aa esac thea hee Enden) 


reelle Knoten vorhanden sind. 


Eine weitere Art der Aufteilung, die ebenfalls gelegentlich verwendet wird, zeigt Abb. 7. 


Hier werden nur die Wellenstiicke, nicht aber die Drehmassen unterteilt. Auf dem Gedanken 


der Zerlegung in Teilsysteme beruhen alle jene Verfahren, die wir in der zweiten Klasse zu- 


-sammenfassen und im dritten Teil dieses Berichtes erértern. 


6. Nachweis der Ubereinstimmung der beiden Betrachtungsweisen. Wenn auch der Gedanke 


der Zerlegung in die Teilsysteme, wenigstens fiir die héchste Schwingzahl, recht anschaulich 


ist, so besteht doch das Bedtirfnis, auch formal nachzuweisen, daB die auf Grund dieses Ge- 
dankenganges erzielten Ergebnisse tibereinstimmen mit jenen, die aus den Bewegungsgleichungen 
erhalten werden. Der Nachweis dieser Ubereinstimmung wird am zweckmaBigsten so gefihrt, 
daB gezeigt wird, wie die Gleichungen, die auf Grund des ,,Gedankens der Zerlegung“ entstehen, 


_ durch Umformung in die Bewegungsgleichungen tibergehen. Eine erste Darlegung in diesem Sinne 


stammt von G. Zerkowitz [7]; sie findet sich im ,,Nachwort” zur Wydlerschen Monographie [6] 
vom Jahre 1921. 
Wie schon erwahnt, werden die Tragheitsmomente der Scheiben aufgeteilt nach 


O,=O244+02441> (6. la) 
die Langen der Wellenstiicke nach 
hehaothlya: (6. 1b) 


Die Bewegungsgleichungen der Ein-Massen-Systeme, in die die urspriingliche Welle nach Abb. 6 
schlieBlich zerlegt worden ist, lauten dann, wenn C=G Jp die Torsionssteifigkeit bezeichnet, 
der Reihe nach 


oP Bo Sere Tae Doss 
10 
a C 
Oy, 0, = pes Oe > 
11 
ge C 
Oy, 9, = pF tpn ue 
: 21 
} 3 fe (6.2) 
Ou, On = He 0a, 
; AA 
as C 
at aa ae, 
0, 8, — aa On . 


Durch Addition jeweils zweier Gleichungen (die gleiche Indizes 4 beim Ausschlag #, aufweisen) 
entsteht 


0,0, = clz 4 |. (6.3) 


Be 
Ly, +i, 


Das sind jetzt die Bewegungsgleichungen, wie sie einer Aufspaltung nach Abb. 7 entsprechen. 


© 
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Fiir das Verhaltnis der Teillingen und der Ausschlage gilt aber ie 


bigua tha =— Her: Oa (6. 4a) 
und deshalb auch . 
boa + Oey 
rage —Oj-1 
oder wegen (6.1b) 
same ar LS 2. (6.4b) 
ja Soja 


Analog gilt 
baths HA—O4 


Ly U1 
oder : ; 
A Oya Oa (6.4c) 
ly Oy, : 


Unter Benutzung der Proportionen (6.4b) und (6.4¢) geht (6.3) iiber in 


ee 1 
0, d; = c| , (91-811) +p (1 #141) 

oder ; : : : : | 
ye ie 6.5) 
O10 c| L O-1—-Da ( ff my yA Basr | (6.5) 
Das sind aber wegen 

C 

Cc => ae 


genau die Bewegungsgleichungen (4.2). ‘Damit ist die Ubereinstimmung der beiden Betrach- 


tungsweisen gezeigt. 


III. Allgemeine Beziehungen. 


Ehe wir im Teil B und C zur Erérterung der einzelnen Verfahren selber iibergehen, wollen — 


wir hier vorweg einige Bemerkungen iiber eine Reihe allgemeiner Beziehungen machen, von 
' denen weiterhin immer wieder Gebrauch gemacht werden wird. 

Eine groBe Anzahl der zu besprechenden Verfahren benutzt graphische Hilfsmittel. Jede 
graphische Darstellung ist gezwungen, mit bestimmten Mafistaben zu arbeiten. Die mechanischen 


Daten der Aufgabe werden in Strecken (oder Flachen) verwandelt, und auch das Ergebnis — 


erscheint nach Benutzung irgendwelcher geometrischer Beziehungen und Konstruktionen wieder 
in Form einer Strecke (oder Flache). Nun erhebt sich die Frage, in welchem Mafstab stellt diese 
Strecke (oder Fliche) die gesuchte physikalische GréRe dar. Uber diesen Punkt kann man in 
den Darlegungen einzelner Autoren den verwirrendsten Auffassungen begegnen. Wir behandeln 
daher diese Frage hier vorweg (Abschnitt 7), 

Ein oft verwendetes graphisches Hilfsmittel ist das sogenannte ,,Seileck“*. Auch es wird mit 
den verschiedenartigsten und den vorliegenden Problemen oft véllig fremden Bezeichnungen, 
Begriindungen und Deutungen eingefiihrt. Dieses Hilfsmittel wollen wir hier ebenfalls auf seinen 
allgemeinen Gehalt zuritckfiihren und von jeder speziellen, den vorliegenden Problemen fremden 
Bezugnahme befreien (Abschnitt 8). 


Dann schlieSen wir (in Abschnitt 9) noch einige Erérterungen iiber ,,gleichwertige‘‘ Sy- 
steme an. é 


7. Die MaBstiibe. Jede graphische Darstellung muB sich; wie gesagt, eines Mafstabes oder — 


mehrerer Mafistabe bedienen. Wir wollen die Ma®stabe als GréBen einfiihren, mit denen sich 
rechnen laBt. Allgemein setzen wir fest, es sei die darzustellende physikalische GréBe x gleich 
dem Produkt aus der DarstellungsgréBe (Strecke) S, und dem Mafstab mx, also 
Kn aie (7.1) 
Die Dimension von m, ist demnach die der physikalischen GréBe geteilt durch eine Lange. 
Ein Langenmafistab erscheint daher beispielsweise in der Form 
.m 


my = — = 
cm 


ein ZeitmaRstab in der Form 


m, = sete , 


he sal hell he % Ver wl id a eS nad iM oe ay Serge ee ra = Ket At, 
wh AY “tyr yh ot oe Fee nhy es a 4 mw a tay (i a aad sae t alli } ‘ 
J ‘es ce w P % ; ‘ % i 


~ 


¢ 


/ 
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ein Beschleunigungsmafstab in der Form 


e ....m sec? 


m, = - 
cm 

(Selbstverstandlich kénnte man ebenso gut auch die Kehrwerte m/, = 1/m, als MaBstabe ein- 

fihren; dann gilte S,=x mj.) Die MaBstibe fiir die gegebenen GréBen einer Aufgabe kénnen 

alle willkiirlich festgesetzt werden; die Freiheit in der Wahl wird nur durch die ZweckmaBigkeit 

eingeschrankt. Die Mafstabe fiir die abgeleiteten GréBen ergeben sich dagegen zwanglaufig 

durch die Art der ausgefithrten geometrischen Konstruktionen. Die fiir das Ein-Massen-System 

giltige Beziehung (5.2) C 

10’ 

wo C die (konstante) Torsionssteifigkeit und 1 die Lange des Wellenstiickes, @ das Tragheits- 

moment cer Scheibe, w die Kreisfrequenz bezeichnet, kann z. B., wie dies auch in einem der 

spater (vgl. Abschnitt 21) zu besprechenden Verfahren ausgefiihrt wird, mit Hilfe des Héhen- 

satzes der ebenen Geometrie graphisch verwertet werden. Man schreibt sie zweckmaBig um in 


al re “z- : (7.2) 


Onn 


Zur graphischen Verwertung setzt man 
l= Sim und O= Som. 


Die MaBstabe mi und mg sind dabei frei wahlbar. Konstruiert man die Strecke Sq/), die ein 
_ MaB fiir den Kehrwert (1/m) der Frequenz @ sein soll, mittels des Héhensatzes, so ist der Mab- 
_ stab fiir diese GréBe ma),) nicht mehr beliebig wahlbar, sondern cindeutig festgelegt. Im Dreieck 
der Abb. 8 gilt namlich der ,,Héhensatz‘‘ 


@ 1) 2S; Sp (7.3) 


Werden in (7.2) die physikalischen Gréf®en gemaB (7.1) durch die Produkte aus Darstellungs- 
gréBe und Mafstab ersetzt, so kommt 
S} my) So meg - 
S m Se 
Cee) c | 
m , = (7.4) 
3 (3) } 
Die Gleichung (7.4) zeigt, in welchem Mafstab die 
-Strecke Sj) den Kehrwert 1/m der Frequenz angibt. 
In entsprechender Weise gewinnt man die MaBstabe 
fir die Ergebnisse anderer geometrischer Konstruk- 


wegen (7.3) bleibt iibrig 


tas 
vi 


- tionen. Als weitere Beispiele seien noch die Mafstabe 


fiir das Ergebnis einer graphischen Differentiation oder _ 

Integration erwahnt. 
Liegt eine Kurve vor, die die Beziehung y(x) 4 

darstellt, so missen zur Aufzeichnung zwei Maf- Apbee sez Hoheosaty 

stabe, m, und my, vermiége der Beziehungen 


X= Se und y = Sy My 


gewahlt werden. Der MaBstab m:, in welchem die mit einer Polweite H (cm) vorgenommenc 
graphische Differentiation die Kurve z=dy/dx der Ableitung darstellt, lautet 


my 1 


Mm; = a TT 4 (7.5a) 
Umgekehrt gehoért zu einer Integralkurve z = fy dx der MaBstab 
m,= mM, my H. eo) 
Die Beziehung (7.5a) folgt aus z= oe durch Einfithrung von,S und m, 
_ Sy my 
PPS ee 


unter Beachtung der geometrischen Beziehung (vgl. Abb. 9) 
Sees 


Sard Eo 
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Die Beziehung (7.5b) folgt aus 2 =i) dx nach Einfihrung von S und m, — 
; S,m, = Sy my Sx Mz , 


unter Beachtung der geometrischen Beziehung (vgl. Abb. 10) | 


Abb. 9, Graphische Differentiation, Abb. 10. Graphische Integration. 


Benutzt man in dieser Weise die Mafstabe als Quotienten, mit denen sich rechnen 1laBt, 


so kann man in jedem Fall den Mafstab der gesuchten GréBe aus den Mafistaben der gegebenen _| 


GréBen herleiten. Es schwinden so alle Zweifel iitber den MaBstab, in'dem das Resultat als Er- 
gebnis einer geometrischen Konstruktion erscheint. 


8. Das allgemeine ,,Seileck*. Auf irgendeinem Gebilde von eindimensionaler Erstreckung 

(Seil, Balken, Welle) mégen eine Reihe von ausgezeichneten Stellen liegen, (0), (1), (2), (3) in 

Abb. 11a. Diese Stellen teilen auf dem Ge- 

bilde ,,Felder‘* von der Lange J,, J,,... ab: 

Fir die Stellen mit den Abszissen x,, %9, Xs, 

im ersten, zweiten, dritten ... ,,Feld*‘ sollen 
die Ausdriicke 


1 = Ao %1 » 
Ye = Ay X2+ A, (%2—h), 8.1 
¥3 = Ag X3+ Ay (X%3—1,)+ Ag (x3 — 1), (8. M 


hergestellt werden. Solche Ausdriicke spielen 
in verschiedenen Zweigen der Mechanik eine 
Rolle. Wir werden ihnen im folgenden mehr- ~ 
fach begegnen. 


facher Weise graphisch herstellen, wie Abb. 11 
anzeigt: Nach Wahl eines Mafstabes m, fiir 
die GréBen A; werden die diese GréBen dar- 
stellenden Strecken Sy; hintereinander abge- 
tragen, wie Abb. 11b zeigt. Die Begrenzungs- 
punkte der Strecken werden mit dem im Ab- 
stand H (cm) gewahlten Pol P verbunden. 
Danach werden Parallelen zu diesen Strahlen \ 
gezogen, so wie Abb. lla anzeigt, wo zuvor 
die Feldlangen J; nach Wahl eines MaBstabes 
m, als Strecken Si; aufgezeichnet worden sind. 

Es zeigt sich nun, daB die Ordinaten y; 
nach Abb.11a die gesuchten Ausdriicke (8. 1) 
darstellen. Die Mafstabe, in denen die 
Strecken Sy die GréBen yi darstellen, kénnen 
wir leicht auffinden. Zunachst gilt 


sol 


Abb. I1, Herstellung der Ausdriicke (8.1) mittels des Seilecks. A= SA MA, l= Si} m: und y= Sy My. 


Die Ausdriicke (8.1) lassen sich in ein- © | 


ee 


oe } ¥ aie t- Le py 
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Aus den Abb. lla ands 11b folgt zunachst fiir das erste Feld (schraffiert) 
; me Sy uss = Saeed 
und daher 


ic Vi xy Ay 1 


fe my m, m4 H ~° 

a Wenn nun y,=A 4, sein soll, wie die erste Gleichung von (8.1) fordert, so muf gelten 

is . a , 
be ‘ oy my = My MA Hes (8.2) 


Ma Man sieht leicht ein, das dieselbe Beziehung auch fiir die iibrigen Felder bestehen bleibt, und 
_ daB®B die Ordinaten y jener Felder ein Ma8 fiir die jeweiligen Ausdriicke (8.1) darstellen. 


af In dieser Darstellungsweise bleibt ganz offen, welcher Art die physikalischen Grofen sind, 
_ die hier mit A bezeichnet wurden, ob es sich um Krifte, um Momente, um Massen, um Teane 
_ heitsmomente oder was sonst immer handelt. Man hat mick gar nicht nétig, die Polweite H als 
_ ,,seilzug** oder ,,Torsionssteifigkeit’‘ oder was sonst noch zu bezeichnen oder zu deuten. Man 
_ kann sie als eine einfache Strecke behandeln; als solche geht sie auch in die Mafstab- 
_ beziehung (8.2) ein. | 


vergessen kénnen, daf sie die Bezichungen (8.1) in der Mechaink zuerst als Ausdriicke fiir die 
De Bee recmonente eines Balkens kennen lernten, der an den Stellen (0), (1), (2) usw. durch Krafte 
_ belastet ist. Wollen sie dann die Beziehung (8.1) in anderer Weise verwenden, so wie dies in 
den nachfolgenden Verfahren in mannigfacher Weise geschieht, dann Siechen sie die neue 
A Bedeutung, etwa der GréBen A, mit der Erinnerungsdeutung aus der ersten Kenntnisnahme. 


- Schon der Name ,,Seileck“‘ ist mit einer solchen Erinnerung behaftet. Er weist namlich darauf 
hin, daB die (durch die strichpunktierte Linie geschlossene) Figur der Abb. lla gedeutet 

< werden kann als die Durchsenkung eines bei (0) und (3) befestigten, bei (1) und (2) mit Kraften A, 

_ und A, belasteten Seiles, dessen ,,Horizontalzug*‘ (im gleichen Mafistab wie die Krafte A) dren 

' eine Strecke H dargestellt wird. 

Fir unsere spateren Zwecke werden wir von allen solchen Deutungen ganz absehen. Wir 
 bendtigen keine anderen Tatsachen als die, da die Ordinaten y; ein Ma® sind fir Ausdriicke 
von der Bauart (8.1). : é 

___— Die Ausdriicke (8.1) kénnen wir nun noch etwas umformen; sie gewinnen dann eine Gestalt, 

die uns ebenfalls haufig begegnen wird. Diese neue Gestalt bedeutet eine neue Anwendungs- 

os Sglichiott der besprochenen Konstruktion des ,,Seileckes‘“‘. 

; Bezeichnen wir mit y; den Wert, den die Ordinaten y, jeweils am Ende des j-ten Feldes 


-annehmen, also 


: Y=" (L)=Aoh. 
io ~ vareao’. (1, +12) = Ao (+1) + Ay |e s 
‘ ¥3s=Ys (Ale +13) = Ag (ly, +l +13) +A (lo +s) + Ae ds 


allgemein : ‘ 
4 
Jaya (Db) =A Db + Ar bt... + Arih, 
1 1 2 


so kommt fiir die Differenzen ’ 


¥a—V¥1= (Ay + Ay) be » 
¥s—Ya=(A ot Ay+ Ap) I; , 


allgemein a 
Ya —¥a-1 a (> Ay) lL, 
oder 
= = A-1 
meee Ade eee = aAy (8. 3) 


Um Ausdriicke der Bauart (8.3) herzustellen, wird uns das ,,Seileck‘* ebenfalls dienlich sein. 


Die Verwirrung, die in vielen Darstellungen herrscht, riihrt daher, daB die Autoren nicht * 


ace 
\ * 
- 
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Y Aol 
eB 
ie 
yon 
ares 3 


<< 
ape tg 
sorte e 


See 


am 


12 ; Klotter: Berechnung der Torsionseigenschwingungen von Maschinenwellen. Ingenieur-Archiy 


9. ,,Gleichwertige’* Gebilde. Ehe wir nun zur Besprechung der verschiedenen Lésungs- 
verfahren selbst kommen, wollen wir noch eine weitere Betrachtung allgemeiner Art anstellen. 
Hat man die Eigenfrequenzen fiir ein bestimmtes mechanisches System besonderer Bauart ge- 
funden, so kennt man damit die Eigenfrequenzen einer Keihe weiterer Gebilde, nimlich aller 
jener, die denselben Satz von Eigenfrequenzen aufweisen. Gebilde, deren Eigenfrequenzen iiber- 
einstimmen, wollen wir hier als gleichwertig’’ bezeichnen. Solche gleichwertige Gebilde sind 
zunidchst alle jene, deren Bewegungsgleichungen itibereinstimmend gebaut sind, und deren 


Koeffizienten sich (da die Gleichungen homogen sind) nur um einen gemeinsamen Faktor unter- 


scheiden. 


Gebilde, die in diesem Sinne gleichwertig sind, zeigen z. B. die Abb. 12a und 12b, wenn 
fiir die Trigheitsmomente der Scheiben und die Massen die Proportion 


05: O1: Og = mg: Mm: mz 


und fiir die Drehfederzahlen ¢ und die Dehnfederzahlen c 


und iiberdies 


gilt. j 
7782 
ly , 23 
a 
re ly 7 lz ™m 03 : 
WS 
™m ™m, 

ly 7 ly 2 03 N 

6 [ bw | 2 capa onal eget 
Abb. 12. Gleichwertige Gebilde (mit freien Enden). Abb. 13. Gleichwertige Gebilde (mit festen Enden). 


Weitere gleichwertige Gebilde zeigen die Abb. 13a bis c, wenn gilt 0,:0,=m,:m,=m,:mg, 
die Langen I,, l,, 1, jeweils gleich sind, und ferner die ,,Steifigkeiten‘‘, namlich die ,,Torsions- 


steifigkeit‘* G J,, die ,,Dehnsteifigkeit*‘ E J und die Seilzugkraft S so beschaffen sind, daB 


OG Je ime Ee aS 
wird. 

Wegen dieser Gleichwertigkeit ist es erlaubt, etwa statt eines Torsionsschwingers nach 
Abb. 13a ein belastetes Seil nach Abb. 13c zu untersuchen. 

Eine andere Art von Gleichwertigkeit zeigen die Gebilde, bei denen jeweils Federn (Feder- 
nachgiebigkeiten) durch Massen und umgekehrt Massen durch, Federnachgiebigkeiten ersetzt 
werden. Das Gebilde’nach Abb. 12a ist gleichwertig dem Gebilde nach Abb. 13a, wenn bei 
gleichen Torsionssteifigkeiten G Jp = (GJ,) gilt 


Le: ola On Oat O, \ 
und alee 
OOO> at ailas 
und wenn ferner a od 
L Op Onl; 


ist. Gebilde, die sich entsprechen wie Abb. 12a und 13a, nennt man auch reziproke Gebilde. 

Den Nachweis der Gleichheit der Eigenfrequenzen fiihrt man iiber den Nachweis der Uber- 
eimstimmung der Bewegungsgleichungen. Wir verzichten hier darauf, diese Ubereinstimmung 
explizit aufzuzeigen. : 


B. Die Verfahren, die sich unmittelbar an die Bewegungsgleichungen anschlieSen. 


10. Das Verfahren nach E. Giimbel [1] und M. Tolle [5] mit Erginzungen von J. Geiger [2], 
E. Waimann [22] und W. Biber [20] sowie das Verfahren von E. v. Brauchitsch [11]. a) Das 
rechnerische Vorgehen (nach M. Tolle). Die Vorschlage von E. Giimbel und M. Tolle sind 


eng miteinander verwandt. Ihnen ist gemeinsam, da® man nach Schitzung eines Wertes fiir das 


~% 
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_ Frequenzquadrat z von dem bekannten Wert %y=0 und einem beliebigen Anfangswert uy (etwa 
Ug=1) ausgehend durch abwechselnde Benutzung der Gleichungen (4.6) sich jenen Wert x, 11 
des Drillungsmomentes ermittelt, das als Erregermoment im rechts an @, anschlieBenden 
Wellenstiick vorhanden sein mii®te, um eine Schwingung mit dem angenommenen Werte uy 
und der vorgegebenen Frequenz aufrecht zu erhalten. Im allgemeinen wird der Wert des Dril- 
lungsmomentes, zu dem man auf die angegebene Weise gelangt, von Null verschieden sein. 
Eine Eigenschwingung ist aber gerade dadurch gekennzeichnet, da sie ohne ein solches erregendes 
Moment vor sich gehen kann. Unter allen Werten z gehéren also jene zu Kigenschwingungen, 
d.h. bezeichnen Eigenfrequenzen, die x,,, zu Null machen. 

Nach Tolle geht man nun so vor, da8 man fiir eine Reihe angenommener Werte z eine Rech- 
nung in der beschriebenen Weise durchfiihrt, d.h. unter abwechselnder Benutzung der Glei- 
chungen (4.6) der Reihe nach sich die Ausschlige und Drillungsmomente 


NEG igs Ue) Nos, Ua peril Uni Kean 


errechnet, schlieflich die ,,Restmomente“ x,,, in Abhangigkeit von z auftragt und die Null- 
stellen dieser Funktion bestimmt. Diese Nullstellen bezeichnen jene Werte z, die zu Eigen- 
frequenzen des Schwingers gehéren. Ein weiterer Vorschlag von Tolle geht dahin, statt der 
Funktion x, ,;(z) die andere, x, .1(z)/z, auf- oe 

zutragen, weil sie eine geringere Schwan- Oo 

kung zeigt. 

Es sei noch erwahnt, da® Tolle uber- 
dies ein bestimmtes Schema zur Durch- 
fiihrung der Rechnungen vorschlagt. Wir 
sehen von der Wiedergabe dieses speziel- 
len Schemas ab. _ Abb. 14. Beispiel. 


Beispiel. In Abb. 14 ist ein Schwinger aufgezeichnet, den wir noch des 6fteren als Bei- 

spiel heranziehen werden. Seine Daten sind: ' 
@,=0,36emkg sec?, —1,=100cm,. 
O,=0,15 cmkg sec? , i, = 30. cml, 
O,=0,21 cmkg sec? , L=10 cm, 
O€,=0,09 cmkg sec? , 

Die Rechnung nach Tolle liefert z.B. fiir die drei Frequenzquadrate z=3- 104 sec-?, z=25-104 sec~?, 

z=40-104sec-2 die Wertereihen der Tabelle 1. 


et G Jp=10% kgcm?*. 


Tabelle 1. Ermitilung der Restmomente. 


2=3- 104 sec? 2=25 + 104 sec>? 2=40- 104 sect? Einheit 


ee (21,08 102, ‘1 9,0: 104 | 14,4° 104 kg em 

uy / —0,08 :.. —8,0 i d34 1 

Be 1,044: 104: —21,0-104 | —66,0° 10% km cm 

Ug 0,393 17 : 6,38 1 

Xs 0,796°104 : 29/922 LOC —12,4-104 | ke om 

U3 : —0,950 mae 1925 eee 1 56% 1 

4 0,539- 104 : 13,38 * 104 | 41,9-104 | kg cm 
er  ——_—_eeeee eee een 


s 


Die Werte der Funktion x,(z)/z, die auf die beschriebene Weise (fiir viele weitere Argumente) 
zustande gekommen sind, zeigt Abb. 15. Als Nullstellen liest man daraus ab: 


a= 4,17: 104 sec-2, 
z= 19,5 -104sec-2, 


II pi eat 
Zn, = 46,6 -104sec-2. 
Zu ihnen gehoren als Eigenwerte der Schwingungen ersten, zweiten und dritten Grades die Kreis- 


frequenzen und I'requenzen 

, Oy 73204, lsec=* und f, SO Su blzas 
W,, = 441,0 sed“! und f,, = 70,2 Hz, 
= 682,6 sec-1 und Sir =108,7 Hz. 


I 
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Abb. 15. Restmomentkurven des Schwingers nach Abb. 14. 


Die Ausschlagbilder, die zu den drei Eigenschwingformen gehéren, und die von der Rechnung 
mitgeliefert werden, zeigt Abb. 16. 


(0) a (a) (3) 
ly ly g 


b) Zeichnerische Hilfsmittel (EK. Giimbel). 
Wie wir schon erwahnten, sind die Gedanken- 
gange Giimbels etwa dieselben wie die Tolles. Das 
Vorgehen nach Giimbel unterscheidet sich von dem 
nach Tolle eigentlich nur dadurch, daB Giimbel 
einen Teil der Rechnung durch die Zeichnung er- 
setzt. Das geschieht in folgender Weise: Aus der 
ersten Gleichung (4.6) erhalt man durch Addition 
sofort die Beziehung . 


2 
M11 = 2 > 0, Uys (10. la) 
y=0 
wofur sich, wenn man mit 
Tr, =2O, wy (10. 1b) 


abkiirzend das Moment der Tragheitskrafte be- 
zeichnet, schreiben laBt 


A 
. oo WN ie == Ty. 10. 1e 
Abb. 16. Ausschlagbilder des Schwingers nach Abb. 14. any 2, 4 ( ) 
; : : : G ; 
Die zweite Gleichung aus (4.6) nimmt dann wegen c, = die Gestalt 
a 
Y 
a (10.2) 
Bi EF, 


an. Das ist aber ein Ausdruck der Bauart (8.3), von dem wir wissen, daB und wie er mit Hilfe 
des Seilecks hergestellt werden kann. 

Wiurde man die GréBen T, von vornherein alle kennen, so kénnte man sie in Art der Abb. 11b 
auftragen, und erhielte durch die Ordinaten y (am jeweiligen Feldende) die Ausschlage u ge- 
liefert. Nun kennt man die GroBen T, zwar nicht von vornherein allesamt; man kennt aber 
zunichst Ty, denn es ist Ty =z Oy uy. Legt man also einen Plan nach Abb. 17b an, wo man zweck- 
mafig den Pol P in die Héhe des Anfangspunktes (A) von Ty, und zwar auf der linken Seite 
wahlt, so schneidet die Parallele zum Strahl P(B) in Abb. 17a am Ende des Feldes I, den 


! Tes 
Ingenieur-Archiv _ 


| 


‘pl 


_ Ausschlag u, ab. Unter Benutzung dieses Wertes rechnet man sich T, =z 0, u, aus, tragt diesen 


4 
; 


Pet : m 
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Wert in Abb. 17b hinter T) ab, verbindet P mit (C) und zieht nun eine Parallele zu P (C) durch 
das zweite Feld in Abb. 17a; diese schneidet am Ende des Feldes den Ausschlag u, ab. So fahrt 
man fort. Zum SchluB mu’ wegen 


4 
mi >) Ty =0 
0 


_ der Endpunkt von T, wieder auf den Punkt (A) fallen, wenn eine Eigenschwingung vorliegen 


soll. Tut er das nicht, so hat man in der Differenzstrecke (E) (A) ein MaB fir das Drillungs- 
moment %) +1, also wieder einen Punkt x,,,(z) gefunden, wie Abb. 17 zeigt. Man erhalt durch 
dieses halb rechnerische, halb graphische Vorgehen, wenn z dem Quadrat einer Kigenfrequenz 
gleich ist, die Ausschlaglinie selbsttatig geliefert. (Man mu dabei beachten, da® in Abb. 17a 
die Ausschlage u, und wu, negativ sind, so daf% auch T, und T, negativ werden.) 


CY) L, Y 


Abb. 17. Graphische Herstellung der Ausschlaglinie. 


Hier fehlt nur noch ein Wort tber die Mafstibe, in denen die verschiedenen Groen er- 
scheinen. Die Mafistabe my fiir die Langen in 17a und mr fir die Momente der Tragheitskrafte 
_ (die die Dimension eines Drillungsmomentes haben) in 17b kénnen frei gewahlt werden. Der 
_MaBstab fir die Ordinate u liegt dann fest. Wegen (10.2) gilt (mit Benutzung von (7.1) 
Sum, _Srmr. 
Si ™|) G Jp f 
aus der Geometrie der Konstruktion folgt 


Su _ Sr 
“S7 is af Se 
daher bleibt 
ish 
mM, = G Jp mrm. (10.3) 


Das beschriebene Verfahren ist hier nach Giimbel und Tolle benannt. Giimbels Veréffentlichung 
aus dem Jahre 1912 enthalt alle wesentlichen Teile des Gedankenganges, die Tollesche Dar- 
stellung aus dém Jahre 1921 zeigt die klarste Einsicht. Es sei jedoch erwahnt, da® auch Giimbel 
schon Vorlaufer hatte, insbesondere in H. Holzer!, der im Jahre 1907 schon ahnliche Vorschlage 
~machte. In seinem zusammenfassenden Buche [9] aus dem Jahre 1921 beschreibt Holzer das 
-Vorgehen zudem ebenfalls und auf Grund der gleichen Gedankengange wie wir hier. Man findet 
deshalb das Verfahren gelegentlich auch nach Holzer benannt. 


c) Die Erganzungen von J. Geiger, K. Waimann und F. Séchting. Das zeich- 
nerische Vorgehen nach Giimbel liefert zu jedem angenommenen Wert z das zugehérige Aus- 


 schlagbild. Die Neigung des letzten ,,Seilstrahls‘* (in Abb. 17 mit x versehen) ist dabei ein 


MaB fir das ,,Restmoment’’. Gehort z zu einer Eigenfrequenz, so ist das Restmoment Null, 
und der letzte Seilstrahl verlauft horizontal. Der Beitrag, den J. Geiger zu dem Verfahren lieferte, 
besteht nun in der Bemerkung, daB, weil die Gleichungen (4.6) in z linear sind, die Ausschlag- 
_linien eines jeden ‘Wellenstiicks, die zu verschiedenen Werten = gehdéren, sich jeweils in einem 
Punkte schneiden. Es geniigt also, die Ausschlaglinien fiir zwei verschiedene Werte von z zu 
zeichnen (am besten nattrlich fir zwei Werte, von denen der eine unter, der andere tiber dem 


1 H. Holzer, Schiffbau 8 (1907) S. 823, 866, 904. 
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zur Eigenfrequenz gehérigen Wert liegt). Bringt man die letzten Seilstrahlen zum Schnitt und 
zieht durch den Schnittpunkt eine Horizontale, so schneidet diese den Wert des letzten Aus- 
schlags ua ab. Von da aus kann man rickwarts die ganze Ausschlaglinie zeichnen (vgl. Abb. 18, 
die schematisch die Ausschlaglinien 
( eines Drei-Massen-Systems zeigt). Aus 
den so gewonnenen Werten der Aus- 
schlage kann dann die Eigenfrequenz, 
etwa aus (4.4), leicht berechnet wer- 
den. hat 
Von den beiden Schritten, die das 
Gleichumgspaar (4.6) fordert, werden 
nach Tolle beide rechnerisch ausge- 
fiihrt; nach Giimbel wird der von der 
zweiten Gleichung bezeichnete Schritt 
auf der Zeichnung erledigt. Ein Vor- 
schlag von K.Waimann geht nun da- 
hin, auch den andereu Schritt gra- 
phisch zu tun. Statt die Groen 


Zeichnung entnommenen Ausschla- 
Abb. 18. Konstruktion der zu einer Eigenfrequenz gehérigen Ausschlaglinie 5 k 
aus benachbarten Ausschlaglinien nach Geiger. gen uj; Zu errecnnen, ann man 


die GréBen T; gemaB Abb. 19 kon- 

struieren. Teil a) dieser Abbildung zeigt, wie sich die Momente der Tragheitskrafte T; ver- 
halten, wenn die Drehmassen gleich sind, Teil b) zeigt den allgemeinen Fall verschiedener Dreh- 
massen, in Teil c) sind die T; und u; so aufgetragen, wie es dem Beispiel der Abb. 17 entspricht. 
Nur am Rande und ohne Anfiihrung von Einzelheiten sei noch ein weiterer Vorschlag Wat- 
manns erwahnt: Man ermittle die Restmomente rein graphisch unter Benutzung verschiedener 
Polweiten H, trage die fiir die Restmomente erhaltenen Strecken tber den verschiedenen Pol- 
weiten H auf und bestimme die Eigenfrequenz aus jener Polweite, die zum Restmoment Null 


fuhrt. 


[y=Uz O,Z* 
uy Mees 


up 


a 


0 tg a- Oz 


Abb. 19. Konstruktion der Trigheitskrifte nach Waimann. 


Ein Vorschlag von F. Séchting [23] geht ferner noch dahin, zunachst etwa nach Tolle oder 


Giimbel mit einem angenommenen Wert von z die Ausschlage uy zu bestimmen, die Aufzeichnung ~ 


der Restmomentkurve aber dadurch zu umgehen, da} man (nach Rayleigh) aus den »,angenaher- 
ten’ Werten u, mit Hilfe des Ausdrucks 
=~ 2 Cy (Uy —Uy_1)” 
2 Oy uy,” 

einen neuen Wert z ausrechnet; er liegt dem wahren naher. Mit diesem Wert 2 werden dann 
neue Ausschlage wu, errechnet, aus ihnen ein weiterer Wert z und so fort, bis keine Anderung 
der Frequenz mehr eintritt. 

Uber die Konvergenz dieses Iterationsverfahrens wird in der Arbeit von Séchting nichts 
gesagt. Hinsichtlich der Grundfrequenz ist die Konvergenz anderweitig féstgestellt; fir die 
héheren Frequenzen scheint sie nicht in jedem Fall gesichert zu sein, 


d) Die Anwendung auf homogene Maschinen(W. Biber). Indie Gruppe der in diesem 
Abschnitt beschriebenen Verfahren gehért auch der Vorschlag von W. Biber [20]. Er beschaftigt 


T;= 20;u; gemaB (10.1b) aus den der — 


a ‘ 


ned es eg her a De WAR he ie We 
REET ae: AN Ooms ee 
ee CH! set atari 
to , ' ‘ XY 4 
Klotter: Berechnung der Torsionseigenschwingungen von Maschinenwellen. a7 
PEP Ds Ss DS aa a 


i 
i 


; sich mit den Kurbelwellen der Vielzylindermaschinen, deren Ersatzsysteme wenigstens fir den 
_ Kaurbelwellenteil aus lauter gleichen Scheiben und Wellenstiicken nach Abb. 20 aufgebaut sind. 
Nach einem Vorschlag von R. Grammel, der zuerst solche Gebilde ausfiihrlich in Betracht zog 


(vgl. Abschnitt 12), pflegt man sie als ,,homogen‘‘ zu bezeichnen. 


Bibers Behandlung der homogenen Schwinger schlieBt an das Giimbel-Tollesche Vorgehen 
an. Biber macht darauf aufmerksam, dafs man die im Finzelfall durchzufiihrende Rechnung 


dadurch abkiirzen kann, daB man sich von vornherein die Werte Up, X1, U,... fur eine Reihe 


von Frequenzen sozusagen ,,auf Vorrat‘‘ ausrechnet. Alle moglichen homogenen Wellen sind 


i ja ahnlich, ihre Daten unterscheiden sich nur um 


einen konstanten Faktor. Biber legt seiner Rechnung 
daher eine sogenannte ,,Kinheitswelle’’ zugrunde, fiir 
die alle Tragheitsmomente O=1 kg cm sec? und alle 


_ reduzierten Langen/=1cmsind. Die Einheitswelle wird On VOU Oe POLLO LP OMEGA Om, 0 


auBerdem so gewahlt, daB Jp,=1cm* und damit ihre 
Torsionssteifigkeit fiir Stahl G Jp =8,3-10°kg cm? wird. 


Fur diese Einheitswelle gibt Biber in Tabellen die Werte von uy, und x, fiir A=1 bis A=15 


Abb. 20. ,,Homogener‘! Schwinger. 


 (d. h. fiir eine Maschine von 2 bis 16 Zylindern) an, und zwar zu Frequenzen z, wie sie minut- 


lichen Drehzahlen n=@-30/x von n=25/min bis n=10000/min entsprechen. (Die Stufen der 


a ia ee es 


Werte n in der Tabelle wechseln dabei; fir Drehzahlen bis 1000/min betragt die Stufe 50/min, 
_danach 100/min.) 

Versieht man die GréBen der Biberschen Tabellen, die sich auf die ,,Einheitswelle‘ beziehen, 
jeweils mit einem Strich, so erhalt man die (ungestrichenen) Werte der wirklichen Welle, die 
Scheiben vom Tragheitsmomente @ und Wellenstiicke der Lange / und das polare Tragheits- 
moment J, aufweist, nach den folgenden Gleichungen: 


\ af 
ie Seat eles 
O* = @ Gta 
Nee 
zat JB (10.4) 
Teg ae 


Liegt nun ein Schwinger vor, der aus einem ,,homogenen“ Teil mit daran anschlieBenden 
weiteren Stiicken besteht, so liefern die Biberschen Tabellen nach Umrechnung gemaB (10.4) 
sofort den Ausschlag am ,,letzten Zylinder‘‘ und den Wert des Drillungsmomentes rechts vom 
letzten Zylinder’*. Mit diesen Werten kann die Rechnung dann in der tblichen Weise fort- 
gesetzt werden. Die Tabellen ersparen also die Durchfiihrung der Rechnung.,,fiir den Kurbel- 
wellenteil‘‘ des Schwingers. Verwendbar sind sie allerdings nur, wenn die Zusatzstiicke samtlich 
auf derselben Seite vom ,,homogenen“ Teil liegen. 


Ein Beispiel ist am Ende des Abschnitts 12b auch nach dem Biberschen Verfahren durch- 
gerechnet. 


e) Methode mit Benutzung von Kettenbriichen (nach E.v. Brauchitsch[11]). Mit 
dem Giimbel-Tolleschen Verfahren hat der Vorschlag nach v. Brauchitsch den Ausgangspunkt, 
die Gleichungen (4.6), gemeinsam. Aus diesen Gleichungen erhalt man nach Elimination der 
Drillungsmomente x; die Gleichungen (4.4) fiir die Ausschlage. v. Brauchitsch geht nun noch 
weiter und eliminiert auch noch die Ausschlage u; aus diesen Gleichungen. Das Eliminations- 
verfahren ist dabei so gewahlt, daB die tbrigbleibende Relation in Form eines Kettenbruches 
-erscheint. Diese Gleichung entspricht- damit der Frequenzgleichung (4.5). Der Unterschied 
besteht nur darin, daB (4.5) als Ergebnis eines andersartig durchgefihrten Eliminationsprozesses 

die Form einer Determinante annahm. Fir die praktische Durchfiihrung der Rechnung eignet 
sich die Kettenbruchform jedoch weit besser. ; 

. Wir zeigen die Gleichungen und damit das Vorgehen am Sonderfall eines Vier-Massen- 
Systems. Fiir vier Massen lauten die Gleichungen (4.4) 


(¢; — Ooz) Up — %y Uy aA 
Cy Uy + (€y + Cg — O12) Uy — Cy Up = (7 | (10.5) 
Cy Uy + (Cy + €3— O22) Uy — C3 Us = (5 
— C3 Ue + (c3 — O32) us ze 
2 
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Setzt man zur Abkitirzung 


c 
cy t¢,—O,2z, 
=Cy+¢3 —Ogz ; 
c 


i =0. | (10. 6) 


Fur die Rechnung nimmt man wieder Werte z an und errechnet die f; und den Wert des Ketten- 
bruchs. Die Eigenfrequenzen sind die Nullstellen des Kettenbruches. 

Da die Ausschlage von vornherein eliminiert sind, liefert die Rechnung (im Gegensatz zu 
den Methoden unter a, 6 und c) nicht auch die Ausschlagbilder. \ 


11. Die Drillungsfunktionen (Das Verfahren von W. A. Tuplin [21]). Nach dem im vorigen 
Abschnitt beschriebenen Verfahren erhalt man die Eigenfrequenzen des vorgelegten Schwingers 
von n Freiheitsgraden aus den Nullstellen einer Funktion x,,,(z), die man sich punktweise her- 
stellt. Jeder einzelne Funktionswert entsteht dabei als Ergebnis einer Rechnung oder eines 
teils rechnerischen, teils zeichnerischen Verfahrens. Da man eine groBe Anzahl solcher Funktions- 
werte benétigt, erkebt sich die Frage, ob die Funktion ~x,,,(z) nicht explizit durch einen analy- 
tischen Ausdruck angegeben werden kann. Dann lieBen sich auch die Wurzeln, falls notig, 
genauer bestimmen als nach der doch primitiven Methode der Aufzeichnung der Funktion, 
die bisher befolgt wurde. Es ist nun in der Tat mdglich, solche expliziten Ausdriicke zu finden. 
Und zwar gewinnt man sie dadurch, daB man aus den Gleichungen (4.6) die Ausschlage u ent- 
fernt, so da nur die Drillungsmomente tbrig, bleiben. Aus der ersten Gleichung (4.6) folgt 


XA+1 — %}2 
We 
2. 5 0; : 
setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung (4.6) ein, so kommt 
CA Ue eR CA C2 : 
XLis xy (ee | z) XA : 11. la) 
+ O, Or-1 | 0, yi Or-1 ( ) 


Die Faktoren c,/9,_; und ¢c;/O, haben dabei eine unmittelbar anschauliche Bedeutung. Wir 
haben sie in Abschnitt 2 schon erwahnt und dort auch schon die Abkirzungen (2.6) fiir sie 
eingefiihrt. Mit Benutzung dieser Abkiirzungen wird aus (11.1a) 


May ky = xa (kak, — 2) aye ka (11. 1b) 
Diese Gleichung verbindet die Werte der Drillungsmomente in drei aufeinander folgenden Wellen- 
sticken. Man kann sie als Rekursionsformel benutzen, um das Drillungsmoment X11 auf- 
zusuchen. Dazu benétigt man zwei Werte am Anfang. DaB x,=0 ist, wissen wir. Die GréBe 
von x, bleibt bei Eigenschwingungen unbestimmt. x, wiirde daher als unbestimmter Faktor 


in allen Gleichungen auftreten. Wir dividieren deshalb (11.1b) zweckmaSigerweise von vorn- 
herein durch x, und erhalten so mit den Abkirzungen 


pee igeas 
A ipiees 
die neue Rekursionsformel 
fy] k= &, (kat+tk,—z)—& 1k (11. 1¢) 


mit den Anfangswerten €,=0 und £,=1. Von den bekannten Werten €) und &, aus kénnen 


| 4 ’ < ‘ P 


os ’ 


i] 
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mit Hilfe von (11.1¢) nun alle & aufgebaut werden. Die dimensionslosen GréBen &,, die wir als 
» relative Drillungsmomente“ bezeichnen wollen, sind, wie aus (11. 1c) hervorgeht, ganze rationale 
Funktionen in z vom Grade 4—1. 

Pur die praktische Rechnung ist (11.1c) aber immer noch nicht bequem genug. Stérend ist 
noch die Division durch kj, die man jedesmal vornehmen muB, um &, zu erhalten. Wir de- 
finieren deshalb neue Funktionen g; pack 


ge (I h,) & (A=2,3...); | (11.2) 


mit eae g,—1, und nennen sie Dailienaehma iach: Sie sind nicht mehr dimensionslos, 
weisen vielmehr die Dimensionen T-?@—) auf. Die fiir sie giiltige Rekursionsformel lautet 


a+1(2) = 8a(z) (Ra + ky — 2) — gr—-i(2) ka by, . (11,3) 
~ Auch die Funktionen g,,\(z) sind ganze rationale Funktionen in z vom Grade J. Sie kénnen leicht 
hergestellt werden. Man bedarf nur der Kenntnis aller » Teilfrequenzen k, und k, der Welle;- 

diese sind aber bekannt, sie folgen sogleich aus den ¢ und @. 
Wir verzichten darauf, die Funktion g,,((z), die ein MaB fiir das letzte Drillungsmoment 
X41 abgibt, in allgemeinen Zeichen anzuschreiben. Sie ware so untbersichtlich, daB sie fiir eine 
praktische Rechnung doch nicht in Betracht kommt, Man geht vielmehr auch bei der Rechnung 
_ jeweils schrittweise vor und baut sich die Funktionen ga der Reihe nach auf. Man beginnt mit 


§i—1t; | 


1 
a — ky ky gy = (ky + hy — 2) g,— hy ky, | Ceo 
Ba = (ks + hy — 2) 83 — keg hy Bo ; 

und erhalt schlieBlich g,,\(z) als ein Polynom n-ten Grades in z. Die Forderung, daB® x,.,=0 
sein soll, bedeutet, da auch &, 1 und damit g,,1 verschwinden miissen. Die n Munrel zi der 


; Gleichung ra Deg ih (py ea | (11.4) 
liefern also die n Eigenfrequenzen des Problems. 
Aus den Frequenzgleichungen g.=0 und g,=0 erhalt man sofort die folgenden gelaufigen 
Gleichungen fiir das Zwei- bzw. Drei-Massen-System: 
Aus g5=0 kommt 


gah, ke, 

aus g,=0 kommt ; | (11. 4a) 
oa (hy +, + hey +16) + fghy + by ky + ky = 0 

- Rechentechnisch ist es oft bequemer, statt mit den dimensionsbehafteten GréBen k,k’,z 

und g mit dimensionslosen GréBen zu rechnen. Die Befreiung von der Dimension erzielt man 

dadurch, da man mit Hilfe irgendeiner ,,BezugsgréBe‘ k*, die an der Maschine gar nicht vor- 
zukommen braucht, bildet | ; 


0 ki fs 
LET LOE Sa EMA ENE 
es Et? tela k* ? C= k* (11.5) 
und dazu die neue Funktion 
_ gati(2) 
“a WA+1 (C) aS kt ’ 
die nun reduzierte Drillungsfunktion heifen soll. Ihre Rekursionsformel lautet schlieBlich 
masi(l) = nal) (yat+ ya— $)— ya Yi ma—(C)3 (11.6) 
ausfihrlich angeschrieben kommt 
i = : D “ty | 
eh Bata 11.3b 
3 (Ye+ Y2— C) N2— Ye 1D | ( ) 
YU (Ys V2 — C) 13 — Vs V2 Ne » 


Diese Gleichungen fiir die reduzierten Drillungsfunktionen ersetzen jetzt die Gleichungen 
(11. 3a) fir die Drillungsfunktionen selbst. Die reduzierte Drillungsfunktion 7, ,(¢) ist nun 
eine ganze rationale Funktion in € vom Grade 4. Sie ist, wie ¢ ise dimensionslos. Auch sie 
baut man zweckmabig schrittweise auf. Die n Wurzeln ¢; der Gleichung 


Nn+1(C) = 0 (11. 4b) 
geben dann die Quadrate der Eigenfrequenzen in der Form 
oO; == k*C.. CLES) 
9% 


“a 


‘ A “ ui ‘ ‘ i me 

% Ai 1 z A ‘ 
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Wir zeigen nun die Durchfiihrung der Rechnung an einem Beispiel. Wir wahlen dazu den — 
in Abb. 14 dargestellten Schwinger, dessen Daten auf Seite 13 aufgefuhrt sind, und dessen drei | 
Eigenfrequenzen in Abschnitt 10 nach dem Giimbel- Tolleschen Verfahren schon bestimmt worden _ 
sind. Mit den angegebenen Werten fir die Drehfederzahlen c, und die Drehmassen @, findet | 
man fir die ka und k, 


Sa Sac ry eee me Wea AE, PN cor | 
4 hes Meee LORE se OLS lO Siseenes | 
bs _ & 2 410496 -2 1s Rees SONS 7 -2 
ky sar oariG TOS secme in ieal== 6, 8 107 see 
‘ fs PORTS tk ~2 genes ha NY 7 -2 
“ a i 6. <M sec”, len == 68 107 sec?. 
es Wahlt man die VergleichsgréBe k* zu 
1 } 
Mipsis a -2 ! 
he = 63 10" see7>, | 
so erhalten die y, und y;, die Werte 
w= On 1 hols yi = 0,42), | 
yo = 14, y2=1, 
V3 = 0,42857 , Giese’: 
Die reduzierten Drillungsfunktionen 7, bauen sich gema® den Gleichungen (11.3b) auf. Mit | 
den angegebenen Werten findet man die Koeffizienten der Tabelle 2. i 
Tabelle 2. Ermittlung der Funktion ,(¢). 
6° et Be (ae 
Aoi) 1,0 
Ne 0,595 1,0 
—CN2 —0,595 1,0 
(Y2+72')Na= 24° Ne 1,428 | —2,400 
Ye V1 —0,588 | 
Ns 0,840 | —2,995 | “1,0 
—oNs —0,840 2,995 —1 | 
(5+!) Ng = 1442857 4 1,200 | —4,2785 | 1,4286 | | 
—YaVo Ne —0,255 0,4286 i 
Na 0,945 | —4,690 44236 25) 


Die gesuchte reduzierte Drillungsfunktion 1,(¢) lautet daher 
na(C)= —C3 + 4,4236 £2 4,69 C+.0,945 . 
Die Wurzeln der kubischen Gleichung 
na(C) = 0 


geben die Eigenfrequenzen an. Zur Bestimmung der tiefsten Wurzel wurde 7, (¢) in der Nahe 
des Wertes €=0,25 aufgezeichnet (Abb. 21). Die berechneten Funktionswerte sind 


A aaa 0,25 0,26 0,27 

2a na | 0,0334 0,0071 0,01851 

Sa S 

‘aS Aus der Abbildung findet man als Nullstelle der Funktion 1, (¢) den Wert 


r= 0,2628. 
Dazu gehéren die Werte 


wy = k* €;= 4,17-104 sec? , 
yp 2204/2 se0-U tony 39 .G iia 


Die beiden tbrigen Wurzeln wurden so bestimmt, daf 7, (¢) durch (€ —¢;) dividiert wurde, was 
die quadratische Gleichung 
C?—4,1636 € +.3,5950 = 0 


liefert. Als Wurzeln dieser Gleichung erhalt man (rechnerisch) 


Ch st D228 9 ie ee Oa, 


PY Phe 1 


eigenschwingungen von Maschinenwellen. 


dazu gehéren die Werte 
wt;= 1941-104 sec-2, 
Otn= 46,7: 104 sec~2 ’ 
W7z7= 440,6 sec=!, 
Orr 683,4 sec~1 5 


tu= MOs2, Hz 9 
fim= 108,8 Hz . 


Man sieht, daB die Ubereinstimmung 
mit den Werten von Abschnitt 10 
befriedigend ist. 


12. Die Drillungsfunktion fiir ho- 
mogene Maschinen und Maschinen 
mit homogenem Kern. (Das Ver- 
fahren von R. Grammel [18].) 
a) Die homogene Maschine. An 
den im vorigen Abschnitt herge- 
leiteten NRekursionsformeln (11.6) 
fir die reduzierten Drillungsfunk- 
tionen 7,(¢) lassen sich erhebliche 
Vereinfachungen anbringen, wenn 
es sich um eine sogenannte ,,ho- 
mogene*’ Maschine handelt, wenn 
das Ersatzsystem also der Abb. 20 
entspricht, wo alle 0;=@ und alle 
ci=c jeweils einander gleich sind. 
Wahlt man namlich die im vorigen 
Abschnitt eingefiihrte BezugsgréBe 
k* gleich c/O0, 


5) See 


wh 


Men pipes 
Ly that ome 


so werden alle y, und: y; zu J, und 
die Rekursionsformel (11.6) lautet 


de Sana ae eat ee 


Abb. 21. Bestimmung der ersten Nullstelle der Funktion ,(¢). mit Ny=9 und Uhm 1. 


si ae 


OES PO arene 


: 


Jetzt lassen sich (unabhangig von den besonderen Abmessungen c und @ des Schwingers) die 
Koeffizienten der Potenzen von € von vornherein angeben. Man kann sie entweder wie zuvor 
schrittweise aus (12.1) aufbauen oder durch eine allgemeine Formel beschreiben. 
-Neben den so hergestellten Drillungsfunktionen 7; wollen wir weiterhin auch Funktionen qj, 
benutzen, die mit den 7, in dem einfachen Zusammenhang : 

. pa (b) = (—1) 241(0) | (12.2) 
stehen. Die Funktionen g,(¢) sind von R.Grammel unter dem Namén ,,reduzierte Frequenz- 
 funktionen‘ in die Literatur eingefiihrt worden. Fiir sie liegen ausfihrliche Tabellen und Formel- 
sammlungen (fiir die weiterhin zu betrachtenden Fille) vor. Um die Bezugnahme auf das groBe. 
in den Originalarbeiten bereitgestellte Material an Formeln und Zahlen zu erleichtern, dehnen 
wir die folgenden Erérterungen auch auf die Funktionen qa, aus. 

; Zunachst machen wir uns mit einigen Eigenschaften der Funktionen y(¢) bekannt. Die 
- pa(C) sind ganze rationale Funktionen vom Grade Ain ¢. Fir sie gilt die wegen (12.2) aus (12.1) 
hervorgehende Rekursionsformel 
A RC AO H-al2) eG one 
- mit Gi, Os eg bee | 


a 


i ihe ia SE NA 


ae ey 
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Baut man die Funktionen z. B. schrittweise auf, so erhalt man das folgende Schema (Tabelle 3) 
fiir die Koeffizienten der einze!nen Potenzen. Die absoluten Werte der Koeffizienten sind die- 
selben fiir die Funktionen 7), 41 wie fir ga. In den 7,41 sind die Koeffizienten der ungeraden 
Potenzen von € negativ, die der geraden positiv ; in den qa ist der Koeffizient der héchsten 


\ 


Potenz positiv, die ibrigen Glieder haben wechselndes Zeichen. \ 


Tabelle 3. Koeffizienten der Potenzen von ¢ in den Funktionen gy, oder 141. 


GS Gl ee Ga (ea 6° Ge a €& (Ge eu 
A=0 It | | i 
eth 2 1 | 
A=2 3 4 1 | 
j=3 4 10 6 1 
4 5 20 “21 8 | l 
ies 6 35 56 36 10 1 
TS 7 56 126 120) a) h-8. 55 12 1 
Ah 8 84. 252 330. | 220 78 14 1 
V=8 9 | 120 462 792 |, 715 364 | 105 16 1 
4=9 10 ot G5 tle 792 1716 | 2002 | 1365 560 136 18 1 
2=10 11 220 | 1278 | 3432 | 5005 | 4368 | 2380 816 171 20 ray 


So 1st uz Bi 


wahrend 


lautet. 
Die Koeffizienten lassen sich auch in geschlossener Form als Rinoniialeetaaearet schreiben. 
Wir geben hier ohne Beweis an, daB 


DiC) Co (a) OG Cia ee a (A) (12. 4a) 
ist. woftir man in Summenform schreiben kann 
a : 
Pas ee eee Gave (12. 4b) 
y= 


Ks ist ferner bemerkenswert, daB alle Funktionen gj,(¢) entweder symmetrisch oder schief- 
symmetrisch zum Punkte €=2 sind, symmetrisch fiir gerade /, schiefsymmetrisch fir un- 
gerade A. Daraus folgt, daB sich die Nullstellen paarweise in der Form 


Cit Ci = 4 (12. 4c) 
anordnen, und da®B fir die ungeraden 4 stets eine Nullstelle 
Cacat1y= 2 (12. 4d) 


vorhanden ist. 


Die Nullstellen ¢; der Funktionen y, bis ¢y,. sind in der folgenden Tabelle 4 angegeben. 


Tabelle 4, Nullstellen der Funktionen ;. 


Ps Pa Ps Pe Py Ps Po Pr0 Pu Pi2 

1,000 | 0,586 | 0,382 | 0,268 | 0,198 | 0,152 | 0,121 | 0,098 | 0,081 | 0,068 | 0,058 
3,000 | 2,000 | 1,382 | 1,000 | 0,753 | 0,586 | 0,468 | 0,382 | 0,317 | 0,268 | 0,232 
| 3,414 | 2,618 | 2,000 | 1,555 | 1,235 | 1,000 | 0,824 | 0,690 | 0,586 | 0,503 - 
| 3,618 | 3,000 | 2,445 | 2,000 | 1,653 | 1,382 | 1,159 | 1,000 | 0,865 
3,732‘ |, 3,247.) 2,765 | 25347) :2,000«| “1,715.1. 1,482 1e14e201 
3,802 | 3,414 | 3,000°'| 2,618.| 2,285 |» 2,000 | 1,761 
3,848>> 3,532" | 3,176 /- 2,831 | 25518 | 2,239 
3,879 | 3,618 | 3,310 | 3,000 | 2,709 


2,000 


| 
| 


yh aie hae SPIE 7a a 


tikes A 


Re A 
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Aus den Werten der Tabelle 4 erhalt man gemaB (11.7) 


~—, wo=\Va= Ve bs (1295) 
sogleich die Eigenfrequenzen einer homogenen Maschine. 

Solange man nur rein homogene Maschinen betrachtet, benétigt man auGBer den Nullstellen 
keine weiteren Funktionswerte @. Fiir die spater anschlieBenden Betrachtungen werden sie jedoch 
erforderlich. Tafeln dieser Funktionen finden sich bei R. Grammel, Ing.-Arch. 2 (1931) "9.7228 te 
sowie in dem Lehrbuch C. B. Biezeno-R. Grammel, Techn. Dynamik. Berlin 1939, im Anhang V. 

~ . Im Abschnitt 13 werden wir schlieBlich noch angeben, wie die Grammelschen Frequenzfunk- 
tionen sich aus trigonometrischen Ausdriicken aufbauen lassen. 


; b) Homogene Maschinen mit einer Zusatzmasse. Beispiele fiir homogene Maschinen 
- stellen z. B. die Brennkraftmaschinen mit in einer Reihe stehenden Zylindern dar, die so- 
genannten Reihenmotoren. In den seltensten Fallen ist ein solches homogenes Stiick jedoch 
_allein vorhanden; meist treten noch Zusatzdrehmassen, wiey Schwungrader, Dynamomotoren, 
Kupplungen, Treibschrauben u. dgl. hinzu. Wir betrachten nun Schwinger, die aus einem 
homogenen », Kern’ bestehen, an den sich ,,Zusatzstticke‘‘ anschlieBen. Als ersten Fall unter- 
suchen wir die homogene Welle mit einer Zusatzdrehmasse, wie sie durch Abb. 22 angegeben 
wird. 0,=0,=--- =O,=6 seien die (n+-1) gleichen Drehmassen des homogenen Kerns (die 


Ons 
Go 0, 


= 7] n+#2 


Abb. 22. Homogene Maschine mit einer Zusatzmasse. 5 Abb, 23. Beispiel. 


zu den Zylindern gehéren), C, Cg=+++=¢n=c die unter sich gleichen Steifigkeiten der zwischen 
den Zylindern liegenden Wellenstiicke. 0, ,, sei das Tragheitsmoment der Zusatzdrehmasse, 
€n11 die Steifigkeit des AnschluBstiickes der Welle. Aus diesen Werten bilden wir mit k* =c/O 
zuerst 


MW = MH V2 = V2 Hn HP al. 
sodann : . . 
; ken +1 Cn+1 / ky, LL Cn+1 () 
Vesna k* = a ’ ne . ae : Ons : (12.6) 


Die Eigenfrequenzen erhalt man (wie stets) aus den Nullstellen der reduzierten Drillungs- 
funktionen 7,,2(¢). Fir diese nimmt die Rekursionsformel (11.6) die Gestalt an 


1n+2(6) = ng (2) (Ynzi + Ynsi— 6) —Mn(C) Ynyi- (12.7) 

4 Sowohl 7,,; wie % bedeuten nun aber Drillungsfunktionen homogener Sticke: 7,41 ist die 
Drillungsfunktion des homogenen Kerns von Oy bis On, Hn die des weiterhin noch um die Dreh- 
masse Q, verkirzten Stiickes von 0, bis 0, 1 (wie die Abb. 22 andeutet). Fiihrt man statt 
der Drillungsfunktionen 7, soweit sie sich auf homogene Stiicke beziehen, die Funktionen @ 
ein, so kommt wegen 7,,2=0, unter Benutzung von (12.2) und Beriicksichtigung von (12.6), 


(A Ven Ves) aC) = y-an Ona 3 (12.8) 
Diese Gleichung erhalt nun nur tabellierte Funktionen. Die Wurzeln ¢; der Gleichung (12.8) 
findet man am zweckmafigsten als Schnittpunkte zweier Kurven y,(¢) und y,(¢), von denen 
die eine die linke, die andere die rechte Seite der Gleichung darstellt. Man hat also die bekannte 
Funktion gn(¢) mit einem in ¢ linearen Faktor zu multiplizieren, die bekannte Funktion p,—1(¢) 
mit einer Konstanten. Die Kurven schneiden sich so oft, als Wurzeln von 7,42(C)=0 vorhanden 
sind, also (n+1) mal. Aus den Wurzeln ¢; folgen die Kigenfrequenzen nach (11.7). 
Wir geben ein Beispiel. Zu ermitteln sind die Eigenfrequenzen der Drillungsschwingungen, 
die die Welle einer Maschine nach Abb. 23 ausfiihren kann. Die Maschine bestehe aus vier 


Wy ae he) 7 Ce 2 ee Ce ee Cie sane Sx 
Tebbutt PO Cem ORE 


eee 
bees Bout 
i Bas AN a % 


Romer sas wets, 


- SCE tr a ; 
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eleichen Zylindern, rechts sitze noch ein Schwungrad auf der Welle. Die auf die Steifigkeit 
G Jp=10 kgem? reduzierten Langen der Wellenstiicke betragen 


L=1,=1,=25 cm, 1,=950'cm, 


so daB die Federzahlen 
C, = Cg = C3 =4:108kgem, c,= 2-108 kgcem 


lauten. Die Tragheitsmomente der Drehmassen haben die Werte 


0, = 9, = 9, =O, =O = 100 kgemsec*, O, = 2000 kg cmsec?. 


Aus diesen Daten folgt 


2 € = 
k= = =4-108 sec“, —~hy = eee sec“®, ky = G = 01-10% see”? 


Osi se C, é 
Ausschrlit A = 


GOH 00938 0702 
als ies | 


Abb, 24. Bestimmung der Eigenfrequenzen des Beispieles der Abb. 23. 


Mit k=k* kommt daher 
i a RUE by Aa 
so dafs (12.8) die Form annimmt 


(€ 0,525) @3(¢) = 055 g.2(C) « (12.84) ; 


yy =(C—0,525) p3(¢) . und = -y, = 0,5 ga (C) 


sind in Abb. 24 aufgezeichnet. Aus ihren vier Schnittpunkten mit den Abszissen C; findet man 
die Quadrate z; der Kreisfrequenzen @; und die Frequenzen f; der nachstehenden Tabelle 5. 


Die beiden Kurven 


Tabelle 5. Wurzeln der Gleichung (12. 8a). 


| Ci | z; in 10° sec? @; in 108 sec™} | jf, in Ha 
i=l 0,099 | 0,396 0,63 100,3 
p22 0,810 | 3,240 1,80 287 
i=3 2,150 | 8,6 Prt ea. 467 
i=4 3,45 ee L858 | Seat 592 


Der gleiche Schwinger mége nun noch nach dem in Abschnitt 10d angegebenen Verfahren von 
Biber durchgerechnet werden: Da die Biberschen Tabellen nur bis n’=10000 min-! gehen, 
kénnen nur die beiden niedrigsten Eigenfrequenzen auf diese Weise ermittelt werden. Hier ist 
die Durchrechnung fiir die niedrigste Eigenfrequenz durchgefihrt. 

Da Biber seinen Werten einen Gleitmodul von G=8,28-105 kg em~2 zugrunde legt, hat das 
Jp unseres Schwingers wegen G Jp=10!° kg cm? den Wert J,=1,207-104 em‘. Uherdies ist 
noch zu beachten, daB die Biberschen Tahellen fair a,=100 angelegt sind. 


/ 
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Mit n’=2700 min-! entsprechend einem Frequenzenquadrat z=3,86-105 sec? erhalt man 
aus den Biberschen Tabellen 
a, = 47,15 und daraus u, ~0,4715, 
%4, = 2,4542-107? kgem und daraus x, = 1,182-108 kgem. 
Die weitere Rechnung erfolgt nach dem Giimbelschen Verfahren und liefert 
ug = —0,1195, x; = 0,260-108 kg em. 
Mit n’=2800 min-! oder z=4,16-105sec-2 erhalt man aus den Tabellen ; 
@, = 42,95, also us = 0,4295 , Bie 
a, = 2,5985-107? kgem, also x, = 1,255-108kgem. ee 
_ Die Weiterrechnung liefert Fa RGN 
ug = —0,1980, x; = — 0,388-108&kgem. 


~ Durch graphische lineare Interpolation findet man 2; = 3,98-10° sec-2 entsprechend einem 
— €1=0,0995. Nach dem Grammelschen Verfahren ergab sich ¢;=0,1; es besteht also eine be- 
_ friedigende Ubereinstimmung. 


c) Homogene Maschine mit zwei Zusatzmassen auf derselben Seite. Sind an 
den homogenen Kern 0, bis O, zwei Zusatzstiicke O,,, und O,,. angefiigt mit Wellenstiicken, 
deren Federzahlenc,,, undc,,, 

On 75a! O@n-2  betragen (Abb. 25), so hat man 
die Drillungsfunktion 7, ;3(¢), 
deren Nullstellen die Frequen- 
zen bezeichnen, durch Anwen- 
dung der Rekursionsformel 


ia Sy 
Qn-Pn-r-1)" (11.6) auf die tabellierten 


rer Prit-1)™ . Funktionen 7,+1(¢) und 7n(¢) 
? oder die ihnen gleichwertigen 

n+3 Qn und g,_; zurickzufihren. 

Diese Zuriickfihrung erfordert 


Abb. 25. Homogene Maschine mit zwei Zusatzmassen auf derselben Seite. hier zwei Schritte: 


Nn+3 = Yn+2(Yn+2 Vise Se) aaa Va ak 
= [ner (Yn Vati— £) —Hn Yn+1 Val (Yn+2 ae tie €) —Hn41Yn+2 Vi t1 
oder 
Mn+3 = (C7 —C(Yn42+ Yate t Ynti + Yas) 4+ Yng2 Yatit YotiVni2 +\| (12. 9a) 
+ Y¥n42 Yngil Yn41(S) = Yn 41 (Ynz2+ Yns2—S) yn(C) = 0. | 


_ Beim Ubergang zu den Funktionen @ tritt der Faktor (—1) in einem Glied hinzu: 


[PS (yn t2 tb Yass + Yat + Ynea) + Pate Pott + Yat Pris + Pais Ymotl Pal) | 19 gp) 
. = Ynti(S —Yn42—Yni2) Pn—1(f) - ies 

Auch diese Gleichung wird numerisch da- 
Os durch gelést, daB man die beiden Seiten 
von (12.9b) als Funktionen von ¢ auf- 
zeichnet und die Abszissen der Schnitt- 
punkte dieser beiden Kurven bestimmt. 
Hier muB die eine der tabellierten Funk- 
tionen allerdings schon mit einem in ¢ ee 
quadratischen Ausdruck multipliziert wer- ee. 
den. Die Rechenarbeit ist aber noch leicht ies * 
zu bewaltigen. 

Wir geben auch hier ein Beispiel an. =} 
Als Schwinger diene das zuvor (in Ab- fr 
~schnitt 12b) betrachtete, durch Abb. 23 dargestellte Gebilde, an das ein weiteres Wellenstick ‘y 
von der Lange 1;+80 cm mit der Drehmasse 0,=3000 kg cm sec~® angeftigt wird (Abb. 26). 

Die neu hinzukommenden ,,Koeffizienten‘’ y; und y; haben demgema® die Werte 


y, == 9.015625 und y; = 0,010417. 


Abb. 26. Beispiel. 


\ | | ye 
Y ah 
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Die Frequenzgleichung (12.9b) erhalt damit die Gestalt : 
(€2—0,5510 €+0,01328) m,;=0,5 (€ —0,0260) @, . (12. 9c) 
shia ‘ 
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Abb. 27. Bestimmung der Eigenfrequenzen des Beispiels der Abb. 26. 


Die graphische Auflésung ist in Abb. 27 vorgenommen. Man erhalt so die Werte ¢; und daraus 
die Frequenzen q; und f; der Tabelle 6. 


Tabelle 6. Wurzeln der Gleichung (12.9c) und zugehérige Frequenzen. 


| zi in 10° sec? | @w; in 103 sec7} fi in Hz 
€r =0,023 rap ADI, eae) OLS fr = 4856 
Err =0,102 zIr =0.408 “WIT =0,633) fu =100,5 
Ezz =0,810 ZITI = 3.24 ~ wrr=1,800 fr 281 
€ry =2,150 2Ivy =8,6 © . Orv =2,933 “fiv =467 
Ey =3,440 Bie (A330 oy =3,710 ie ol 


d) Homogene Maschine mit zwei Zusatzmassen auf verschiedenen Seiten. 
Wenn die beiden Zusatzmassen nicht auf derselben, sondern auf verschiedenen Seiten des ho- 
mogenen Kerns liegen, so stellt man folgende Uberlegung an (Bezeichnungen entsprechend 
Abb. 28): Das Drillungsmoment ‘eines eecWes uberstehenden Wellenstumpfes ist proportional 
der reduzierten Drillungsfunktion 7,,3. Diese la8t sich mittels der Rekursionsformel (11.6) 
ausdricken durch die Funktionen 7,,9 und 7%, (vgl. Abb. 28a). Weder Nn+2 noch 7r141 be- 
deuten jedoch hier Drillungsfunktionen eines homogenen Stiickes; 7,1, bedeutet die Drillungs- 
funktion des Schwingers nach Abb. 28b, 744 die des Schwingers nach Abb. 28e; in beiden 
Fallen ist noch eine Zusatzdrehmasse vorhanden. Die Dalinesnien ist auch hier ein MaB 
fir das (im rechten Wellenstumpf) anzubringende Drillungsmoment, das eine Schwingung mit 
der vorgegebenen Frequenz und einem Ausschlag u=1 an der linken Drehmasse aufrecht erhalt. 
Dieses Drillungsmoment ist nach einem allgemeinen Satz (den wir nicht explizit herleiten) 
gleich jenem, das im linken Wellenstumpf anzubringen ware, um einen Ausschlag u=1 an der 
rechten Drehmasse aufrecht zu erhalten. Wir dirfen deshalb in beiden Fallen, dem der Abb. 28b 


{- i tsk . 
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und dem der Abb. 28c, statt 

Baier jeweils rechts anzubringen- 

den Drillungsmomente die g 
links Pookendicen Drillungs- 
- momente erechnent ieee 
-kennen wir aber, da_beide 
Schwinger aus einem homo- 
_genen Kern mit einer Zusatz- 


_drehmasse bestehen; der Kern ¥ 
hat dabei in einem Falle n x: 
_homogene Drehmassen, im an- 
deren nur n—1. Mit den Be- 
zeichnungen der Abb. 28a bis ¢ { 
wird also $ 
Ynes. = ms. Nn+2(Yn +1 a ” 1 
=O) 55 Nn Yn- \ 
und d 
% Yn+2 ae Yn+1 (Yn KD) =e vn ara D, 
3 — C) — In Yn+2 ae 
Nnei = Nn lYneet Ynis — i 
i. ¢) ee? rei Yni2° 
Die Funktionen 7,11. %n spel . 
“%An—1 gehbren jetzt zu einem ae 
-homogenen Schwinger, sind a 
_also bekannte Funktionen von 6 
ic. Gehen wir unter Benutzung Abb. 28. Homogene SDN ay zwei BEE SoS auf verschiedenen Seiten E 
von (12.2) noch zu den Funk- eG Ela aes Ss 
-tionen g iiber und benutzen ferner deren Rekursionsformel (12.3), so kommt schlieBlich Pane 
[0° —(Yn41 t+ nia + Yns2 + Yns2) C+ (Yn 41 Ynve bt Yar Yne2t Vasa Ynval Pn | (12.10) 
= [(Yn41 + Ynt2—Yn41-¥n+2) C= (Yavi Me =a Vnti BO NONate 
Auch hier treten als Faktoren der bekannten Funktionen ein quadratischer und ein linearer 
-Ausdruck auf, ebenso wie dies in (12.9b) ir 
bei zwei Drehmassen der Fall war, die auf O5 eye: : Rae ; 
-derselben Seite des homogenen Kerns lagen. arcs” 
Die Faktoren sind jedoch hier anders auf- r 
gebaut als dort. Gelést wird die Gleichung se 
(12.10) ebenso wie die frither besprochene 
dadurch, da®B zwei Kurven gezeichnet und # 
zum Schnitt gebracht werden. 
Wir geben auch hier ein Beispiel. Es 
handele sich um denSchwinger nach Abb. 29. 
Seine Daten sind Abb. 29: Beispiel. 
O.= 6 = 0,— 07-0 | — "100 keem see*, 
Mh =2000 kg cm sec?, 
O; =3000 kg cm sec?, 
B=) 5) (ay . 
np =50cm, > in Bezug auf GJ,=10! kgcm?. 
UP =80 cm 
Mit fe 
ake, Ae G Jp = Ae 1 ()8 aa 4 
k et a = 4-10 sec 
wird 
Vn+1 = 0,5 ’ Aa, — 0,025 ; 


Yn+2 = 0,3125, ye = 0201041 Ts 


LS ogee 


ad kk u a 
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Damit wird also (12.10) zu 
(C2 —0,8479 C+0,0133) 5 (¢) = (0,6563 ¢ —0,0130) g2(C) - (42.10a) 


Die graphische Lésung dieser Gleichung zeigt Abb. 30. Die Abszissenwerte der Schnittpunkte 
und damit die Frequenzen sind in der Tabelle 7 verzeichnet. 


Tabelle 7. Wurzeln der Gleichung (12.10a) und daraus folgende Frequenzen. 


z; in 10° see? «; in 108 sec"? fin Hz 
Cia O1010) zr =0,04 wor =0,200 jie = Bo 
Crr =0,196 zr =0,784 wr =0,885 fu =141 
C111 =0,940 z111 =3,160 ot =1,939 f111 =308,8 
Cry =2,230 zIv =8,920 WIV. = 2,987 fiv =415,6 
Gy a3, 410 zy =13,88 wy =3,726 fy =993,0 


Ausschriit I 


Abb. 30. Bestimmung der Eigenfrequenzen des Beispiels der Abb. 29, 


Wenn mehr als zwei Zusatzmassen beriicksichtigt werden miissen, so werden die Faktoren. 
mit denen die bekannten Funktionen @ multipliziert werden, von héherem als dem zweiten Grad. 
Explizit ausgerechnete Formeln fiir solche Falle, aber auch fiir andere Zusammenstellungen 
und Gruppierungen von Maschinen und Maschinenteilen, wie z. B. eine aus zwei homogenen 
Aggregaten aufgebaute Maschine, fiir verzweigte Wellenleitungen u. dgl. finden sich in den 


unter [18] genannten Originalarbeiten von R.Grammel sowie in dem ebendort aufgefithrten — 


Buche von C. B. Biezeno und R. Grammel. 


13. Die Methode der Differenzenrechnung. (Vorschlige von P. Funk [25] und L. Collatz — 
Th. Péschl [27].) Alle Aussagen, die sich auf einen »homogenen‘ Schwinger beziehen, migen 
sie nun in der Form der Grammelschen Frequenzfunktionen ya(C), als Tabellenwerte fiir die Ein- 
heitswelle nach Biber oder sonstwie auftreten, lassen sich in sehr tibersichtlicher Weise mit Hilfe 
der Differenzenrechnung gewinnen. In dieser Darstellung lassen sich dann auch eine Reihe 
allgemeiner Satze leicht ablesen, die sonst nur miihsam herzuleiten waren. Uberdies kann man 
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an diese Ergebnisse der Differenzenrechnung nomographische Methoden zur weiteren Behandlung 
der Frequenzengleichungen anschliefen. 


; Die Rekursionsformel (12.1) fiir die reduzierte Drillungsfunktion eines homogenen Schwingers 
laBt sich in die Gestalt 


mazit (C—2) na +m-_1=0 (13.1) in 
setzen und als eine Differenzengleichung auffassen. Dy 


Eine Differenzengleichung der Bauart (13.1) laBt partikulare Lésungen sowohl der Form Aaa 
‘Ha=sin %A wie auch der Form ya=cos «A zu. Der Parameter « hangt dabei von den Koeffizienten + ie 
der Differenzengleichung ab. In unserem Fall findet man durch Einsetzen entweder von sin «A 


oder von cos «A in (13.1) als Beziehung zwischen dem Parameter « und dem Frequenzparameter ¢ : + 
74> r i Ne 

cos % = a oder ¢€ =2(1—cos «) - (13. 2) iS | 

Aus den partikularen Lésungen baut sich die allgemeine auf; sie lautet Bhi 
i ai th 

Hy, = AcosaA+ Bsin od. (13. 3a) Beas 

Die Integrationskonstanten A und B bestimmen sich dabei aus den Randbedingungen. Diese ki ea 
lauten fiir unsere reduzierten Dril- clings 
_lungsfunktionen 7, [vgl. (12.1)] ¢ Waa 
mo=0 und 7,=1. (13.3) | Cyr. 

Sie liefern A=0, B=1/sina. So ey 
kommt als Lésung von (13.1) mit dh 
den Randbedingungen (13.3) eae 
sin «A 2 vii 


= (13.4) me ay 
zustande. Die Frequenzenglei- : eee 
chung eines homogenen Schwin- 3a 
—| tia 

Te ; 


gers lautet wegen 7,,1;=—0 dem- 
ei (nal) x20; (13:5) ~ 
der Zusammenhang zwischen « hae 
und € wird dabei durch (13.2) 4723 
geliefert. Die Wurzeln gm von  pyza¥ 
(13.5) lassen sich schreiben als y+7=5 
A n+1=6 
(n+1)on=mn. me 


_Damit wird 
Cn 2 (1 = pede 


n+ 


) (13 6) Abb. 31, Verteilung der Nullstellen eines homogenen Schwingers. 


Der durch (13.6) gelieferte Zusammenhang lat sich leicht graphisch veranschaulichen (Abb. 31.) 
Ubrigens folgt aus (13.6) sofort der von R. Grammel ausgesprochene (in Abschnitt 12 noch 
nicht erwahnte) Satz, daB alle €;=4 bleiben; ferner folgen sofort die (in Abschnitt 12a ohne 
Beweis ausgesprochenen) Satze tiber die Verteilung der Nullstellen der Funktionen @ in dem bs. 
Bereich 0<6<4, so z. B. (12.4c) und (12.4d) und die Werte der Tabelle 4. yaa 
Aus (13.4) folgt wegen (12.2 1% 
us ( . ) 5 g ( ) , sina (A-+1) “EME 
fare gt) erent ff 


; (13. 4a) 

sin % . 
Damit haben wir fiir die Frequenzfunktionen q, neben der Potenzreihendarstellung von Ab- 
-schnitt 12d eine Darstellung durch trigonometrische Funktionen gewonnen. Wesentlicher 
aber als die Art der Darstellung und der Herleitung der Funktionen 7, oder ga ist fiir den prak- 
tischen Gebrauch der Funktionen das Vorhandensein von Tabellen der Funktionswerte. In den 
erwahnten Grammelschen Arbeiten sind die Funktionen g, fiir A=1 bis A=12 tabuliert. ; 


Auch wenn Zusatzmassen vorhanden sind, laBt sich die Frequenzengleichung auf trigono- 
metrische Ausdriicke zuriickfiihren. Wir zeigen das explizit nun fiir den Fall einer einzigen 
Zusatzmasse, wie er in Abschnitt 12b schon behandelt worden ist, und verweisen im tibrigen 
auf die Arbeit von L. Collatz und Th. Péschl [27]. \ 


“ ea 
! * 
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Aus (12.7) folgt zunachst wegen 7,;2—0 die Gleichung 
Nn+i(E—Yn41—Parvr) + Yn Yn = 93 (13. 7a) 
dazu aus (12.1) 
Hash (C= 2) ya psa - A(137 Db) 


fiir alle A von n bis 1, mit 7,)=0. Die Gleichungen (13.7b) (mit der Randbedingung 7,=0) werden 
durch den Ansatz 4,=sin wA simtlich befriedigt; fihrt man den Ansatz auch noch in die Glei- 
chung (13.7a) ein (die die zweite ,,Randbedingung 7,,,2=0 enthalt), so folgt 


(6 —Yn41—Yn41) Sin & (n+1)+ yr41 sin an = 0 (13.8) 
als Frequenzgleichung. Die n+1 Wurzeln « dieser Gleichung liefern dann mit Hilfe von (13.2) 


die Eigenfrequenzen. L. Collats und Th. Péschl zeigen tberdies, wie sich z. B. eine Gleichung 
der Bauart (13.8) fiir eine nomographische Darstellung eignet. 


14. Die Ersatzmasse. (Vorschlaige und Verfahren von F. Saf? [10], J. Geiger [13], H. Beh- 
rens [16], L. Kalichman [24], W. Behrmann [26], L. Strunz [28], P. Funk [25], W. Benz [15] 
und F. Porter [19].) Jetzt wollen wir uns mit einem Gedankengang vertraut machen, der — ob aus- 
gesprochen oder nicht — einer sehr groBen Anzahl von Verfahren zugrunde liegt, mit dem Ge- 
danken namlich, da® die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Massen eines Schwingers dadurch 
verringert werden kann, daB eine Reihe von ihnen zu einer einzigen Masse, einer ,, Ersatzmasse“ : 
zusammengefaBt wird. Nahegelegt wird die angedeutete Uberlegung dadurch, daB die Eigen- 


frequenzen eines Zwei-Massen-Systems aus einer linearen, die eines Drei-Massen-Systems aus _ 


einer quadratischen Gleichung [s. z. B. (11.4a)] bestimmt werden. Die Einfachheit dieser Bestim- 
mungsgleichungen erregt immer wieder den Wunsch, mit solchen Zwei- oder Drei-Massen- 
Systemen ein Auslangen zu finden. 

Wir fragen also: Kénnen, etwa im Schwinger der Abb. 1, die pte ersten Drehmassen von 


Q, bis O, zu einer einzigen Drehmasse 6 zusammengefaBt werden, die (etwa) am Ort der Macca 


OQ, sitzen soll? Und wie gro ist dann diese Ersatzdrehmasse 0? 
Die Wirkung der wegzunehmenden Drehmassen 0, bis @; auf das rechts von ihnen liegende 
Stiick der Welle besteht allein.in der Wirkung ihrer Tragheitskrafte, durch die das Drillungs- 


moment *,,, bestimmt wird. Erzeugen die Tragheitskrafte der neuen Masse © dasselbe Dril- 


lungsmoment %,,1, so ist @ den Massen QO, bis O, gleichwertig. Das Drillungsmoment x1, 
findet man [vgl. 10.la)] aus 


a 
X41 =e. Oy uy . 
v=0 
Im Ersatzsystem, wo @ an der Stelle der Masse Q, sitzt, gilt 
ty = 2 O uz 
Gleichsetzung dieser beiden Drillungsmomente liefert fiir die Ersatzmasse den Ausdruck 


A 
iz 2 Ov uy 
(Carle ‘ (14.1) 


7) 


a 


Die Ausschlage u hangen dabei von der Frequenz ab; demgemaB ist auch die Ersatzmasse @ 
eine frequenzabhangige GréBe. 


Nehmen wir nun einmal an, die Ersatzmasse @ sei bekannt oder als eine bekannte Funktion 
der Frequenz darstellbar (daB das der Fall ist, werden wir im nachsten Abschnitt noch im ein- 
zelnen zeigen). Wenn dann auBer den A+1 schon zusammengefaBten Massen @, bis @, nur noch 
eine einzige weitere Masse Oi413 im Schwinger vorhanden ist, so kann die Breqiens des nunmehr 


aus den beiden Massen O und O,,1 bestehenden Schwingers nach der Zwei-Massen-Formel 
bestimmt werden. Diese lautet 
1 1 
z= CA41 i + ° 
(2) 


On+1 
Lést man diese Gleichung nach 1/0 auf, so erhalt man zunachst 


1 Zz 1 


E 


- F Fi 1 2 “J Z 
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oder, mit Hilfe zweier noch naher festzulegender Werte c* und @* dimensionslos gemacht, 
O*  . ct o* 
0(é) Fee cant Our ; 
Darin ist wie in Abschnitt 12a die Abkirzung 


3 Zz z @* 


(14.2) 


sh Case 
Ware also 90*/0 als Funktion von z bzw. ¢ bekannt, so hatte man die Kurve A*/0(C) = BCC) 
mit der durch die rechte Seite von (14.2) bestimmten Geraden 


2 tee 0* 
PA Bas nce cago mre (14. 2a) 


zum Schnitt zu bringen. Die Abszissen ¢; dieser Schnittpunkte lieferten dann die Kigenfrequenzen 
(Abb. 32). Das man diesen Weg tatsichlich beschreiten kann, werden wir im nachsten Abschnitt 
explizit zeigen. 


Wenn auBer den in 9 zusammengefaften Massen noch zwei weitere Massen vorhanden sind, 


so benutzt man die Drei-Massen-Formel we 
2 Gia iil Chee, CAFIN | GFT EGA+2 , Capi Care, | 441 Caro 
; z 2 aaa ig Ree eee ra) ERR eS ts aa CTE A 
~ (6) Atv. 0) A+1 0 O44 0 @O).5 At+1Ga+2 


bel, Geraaen 


Abb. 32. Ermittelung der Wurzeln €. Abb. 33. Hyperbel, Konstruktion der Asymptoten. 
rs der Gl. (14. 2). 


Nach 1/0 aufgelést (und unter Benutzung zweier noch offen gelassener GréBen c* und O* 
dimensionslos geschrieben) lautet sie 
CA+2 ( OF yy 


Rote ot @* eo NO. 
=a = _— e eal oe . (1453 
e) CA41 O141 c cui? or o* ) ( ) 

. a O41 O72 
Die rechte Seite ist ein Ausdruck der Bauart 
C 
SA fics 14.3 

WAAC Bp (14. 3a) 


so daB Valo) eine Hyperbel liefert. Die eine Asymptote dieser Hyperbel ist die Gerade 
y =AL—B; 


dies ist, wie man durch Vergleich mit (14.2a) feststellt, genau dieselbe Gerade, die bei der Be- 
trachtung des Zwei-Massen-Systems auftrat. Sie schneidet die Ordinatenachse bei 


@* 
er te eae 
ihre Steigung ist gegeben durch A =c*/c,,;, so da® ihr Schnittpunkt mit der ¢-Achse bei 
= & = "1 Ik* liegt. Die zweite Asymptote ist die zur Ordinatenachse parallele Gerade 


Oj+1 
(ee ies 
Sie schneidet die ¢-Achse im Punkte ie i 
LG Be vid WS 14.4) 
Zz c* ( Ors1 | Opy2 ) ( ) 


Die Asymptoten lassen sich also leicht in das Koordinatensystem einzeichnen (Abb. 33a). 


‘ ¢ 
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Die Hyperbel selbst beginnt fir ¢=0 mit dem Wert 
Cc o* 
# yy eck hia Opi1 + Ons ” 
a Man kennt also einen Hyperbelpunkt und die Asymptoten. Damit laBt sich die Hyperbel, sogar 
ohne daB weitere Punkte berechnet werden missen, konstruieren. 

Diese Konstruktion (Abb. 33b) sei kurz beschrieben: Man zieht durch den bekannten Punkt 
irgendeine Gerade, tragt den Abschnitt vom bekannten Punkt bis zum Schnittpunkt mit der 
ersten Asymptote von der zweiten Asymptote aus ab; dann ist der Endpunkt der so aufgetragenen 
Strecke wieder ein Punkt der Hyperbel. Von diesem neuen Hyperbelpunkt aus kann die Kon- 
struktion dann wiederholt und beliebig oft fortgesetzt werden. 

Die Eigenschwingzahlen des aus der Ersatzmasse und den beiden Massen O14, und Oj, 
bestehenden Schwingers erhalt man also aus den Abszissen der Schnittpunkte der Kurve 


A*/O(¢) mit der so beschriebenen Hyperbel (Abb. 34). 


Im nachfolgenden Abschnitt 15 werden wir erértern, 
& 


4 


wie die reziproken Werte 1/0 der Ersatzmasse als 
Funktion der Frequenz oder des Frequenzquadrates 
gefunden werden. Besondere Bedeutung wird die. Zu- — 
sammenfassung mehrerer Massen zu einer Ersatzmasse 
natirlich dort haben,’ wo eine solche Zusammenfassung | 


hae einfach und tbersichtlich wird, namlich bei den ,,homo- 
pre’ genen‘‘ Teilen des Schwingers; wir werden uns deshalb — 
ee bei den Betrachtungen im nachfolgenden Abschnitt im 


wesentlichen um die Zusammenfassung der Drehmassen 
des ,,homogenen“ Teiles des Schwingers bemihen. 
Zum AbschluB dieses Abschnitts erwahnen wir unter 
Hinweis auf die betreffenden Literaturstellen noch kurz 
‘ Abb. /4, Ermittelung der Wurzeln ¢;' der (Cl.(14.3). die Ktappen, in, denen sich’ die. V orstellung -yonmder 
| Ersatzmasse entwickelt hat. Die erste Erwahnung der 
Méglichkeit einer Zusammenfassung verschiedener Massen zu einer einzigen findet sich bei 


F’. SaB [10], die nachste bei J. Geiger [13]. Hier wird allerdings noch empfohlen, fiir die (nicht 


f auf die Stelle 2, sondern auf die Mitte des homogenen Teils reduzierte) Ersatzmasse @ einen 
geschatzten Bruchteil k der Summe aller Massen des homogenen Teiles einzusetzen, 


O=k >’ Oy, (14.5) 
y=l 


: 


und fiir k (unabhangig von der Frequenz) Werte in der Nahe von 0,85 zu wahlen. Die dann | 
folgenden Arbeiten von Behrens [16] beschaftigen sich mit dem Schwinger, der aus einem homo- 
genen Teil und einer Zusatzmasse besteht, schon in ungefahr der gleichen Form, die wir dieser 
Aufgabe hier gegeben haben. In der ersten Behrensschen Arbeit wird noch vorgeschlagen, die — 


Funktion 9*/O(C) im Intervall 0< €<0,15 durch Geraden oder Parabeln anzunahern. In der 
zweiten erscheint dann schon ein Bild, das unserer Abb. 32 entspricht. 


Der Frage, wie man vorgehen kénne, falls auBer dem homogenen Teil noch zwei Zusatz- 
massen vorhanden sind, wenden sich Kalichman [24], Behrens [26] und Struntz [28] zu. Aber 
alle drei Verfasser schlagen noch Umwege ein. Kalichman und Behrens wollen die Aufgabe in 
zwei Schritten, d.h. unter zweimaliger Anwendung der Zwei-Massen-Formel lésen, wobei 
Kalichman vorschlagt, zuerst den homogenen Teil zusammenzufassen, dann die erste Zusatz- 
masse hinzuzufiigen, wahrend Behrmann zunachst eine Ersatzmasse fiir die beiden Zusatz- 
massen sucht und dann ein Zwei-Massen-System aus der Ersatzmasse des homogenen Teiles 
und jener Ersatzmasse der Zusatzmassen bildet. 


L. Struntz lést die Aufgabe unter Zuhilfenahme einer Reihe von Kurvenblattern. Das Vor- | 
gehen von Struntz weist im tbrigen eine Reihe von Zigen auf, die an die Drillungsfunktion 
7(¢) (Abschnitt 12) und Ausschlagfunktion a(¢) (Abschnitt 15) eines ,,khomogenen Kerns“ er- 
innern. Die Uberlegungen sind aber weniger weit durchgefiihrt als die hier in Abschnitt 21 


oder 15 angegebenen. Eine weitere Bezugnahme auf die Darlegungen von Struntz erubrigt sich 
hier deshalb. 
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i, 


Der Gedanke, die Drei-Massen-Formel in der Gestalt (14.3) anzuwenden, also die Kurven 
O*/O(¢) des homogenen Schwingers mit der Hyperbel nach Abb. 34 zu schneiden, findet sich 
zuerst bei P. Funk [25]. Er ist dann von B. Frank [30] und R. Arnold [33] weiter ausgebaut 
worden, wie im Abschnitt 15 noch im einzelnen dargelegt werden wird. 

SchlieBlich mége hier noch zweier Verfahren Erwahnung getan werden, die sich in einer 


_ Hinsicht von allen sonst in diesem Bericht behandelten unterscheiden. Wahrend namlich allen 


sonstigen Verfahren die Abb. 1 zugrunde liegt, wo allein die Scheiben ein Tragheits- 
moment aufweisen, die. Wellenstiicke zwischen 


den Scheiben dagegen tragheitsfrei sind, be- 0 QO, 
handeln W. Benz [15] und F. Porter [19] den i 
»homogenen Kern‘ einer Maschine als eine kon- @ ee} ——] 
tinuierlich mit Masse (Tragheitsmomenten) ver- lM ly - lz 
-sehene Welle. Die Frequenzengleichung eines 0, , " 
solchen Gebildes ist keine algebraische Gleichung 6% 
mehr, sondern wird zu einer transzendenten. Eine iS Z sla ty 7 
_homogene Maschine mit einer oder mit zwei Zu- : : 6) pa 
satzmassen erscheint dann unter dem Bild der a Y 
Abb. 35a oder b. Dabei bedeutet ©, das gesamte © GS 
_ Tragheitsmoment des homogenen Teils des Schwin- L. ty le ‘ 


- gleichmaBig verteilt ist. 


gers, 1, die Lange, tber die dieses Tragheitsmoment 
Abb. 35. Ersatzsysteme mit verteilter Masse. 


Die transzendente Gleichung fiir den Schwinger mit einer Zusatzmasse nach Abb. 35a lautet 


ips ee 0, ie l, 
Vecepo+e=zs (14. 6a) 
- oder 
_ Be 
tg \ f= : ; (14. 6b) 
= l, 0, c 
L, 0; 
wobei die gemaB (11.5) in ¢ steckende Grobe k* hier den Wert 
mre 
hat. ies 


Benz gibt fir die Eigenschwingungszahlen der ersten und der zweiten Ordnung jeweils eine 


_Kurventafel an, aus der ie mit den Parametern @,/0, und I,/l, abgelesen werden kann. Den 
Schwinger mit zwei Zusatzmassen nach Abb. 35b fuihrt Benz auf ein Drei-Massen-System zurick, 


fiir das die zweite Gleichung (11.4a) gilt; fir k, wird das Eigenfrequenzquadrat des Schwingers 
Abb. 35c¢ eingesetzt, das aus (14.6) (besser aus den Kurventafeln des Benzschen Aufsatzes) 
mit @,/0,=0 gewonnen werden kann. 

Nach Porter lést man die transzendente Gleichung (14. 6b) oder die ihr bei zwei Zusatzmassen 
entsprechende (die wir hier unterdriicken) jeweils dadurch, daB linke und rechte Seite (als 


Funktion von a) aufgezeichnet und zum Schnitt gebracht werden. 


Hinsichtlich der Genauigkeit des Verfahrens sei auf die Bemerkungen im Teil D dieses Be- 
richtes verwiesen. 


15. Die Ausschlagfunktionen und ihre Weiterbildung durch B. Frank [30] und R. Arnold [33]. 
a) Die allgemeinen Ausschlagfunktionen. Um den gewinschten Ersatz emer Reihe von 
Massen durch eine einzige Masse durchfiithren zu konnen, bedarf man der Kenntnis der Aus- 
schlage u, sowie der Summe der Ausschlage uy bis uz. Wir befassen uns daher nun mit diesen 
Ausschlagen, und zwar in einer ahnlichen Weise wie in Abschnitt 11 mit den Drillungsmomenten. 
Ja, wir werden besonderen Wert darauf legen, die Darlegungen an dieser Stelle so abzufassen, 
da die Analogie zu den Entwicklungen in den Abschnitten 11, 12 und 13 deutlich wird. Hin- 
weise auf Veroffentlichungen kénnen dabei zunachst nicht gegeben werden. 

In Abschnitt 11 hatten wir aus den Grundgleichungen (4.6) durch Elimination der Ausschlage 
eine Rekursionsformel, namlich (11. 1a), fir die Drillungsmomente gewonnen. Eliminiert man aus 
(4.6) jedoch die Drillungsmomente, so erhalt man eine Rekursionsformel fiir die Ausschlage. 
Sie lautet, wenn man sogleich durch @, dividiert und von den Abkirzungen (2.6) Gebrauch 


macht, uA ky =e (ka + key — z) — Uj 9 pes (15. 1) 
3 


und ist in dieser Form das Gegenstiick zu (11. 1b). Gleichung (15.1) gilt fir A=1,2...n, wenn 
man beachtet, daB wegen cy=0 auch k,=0 ist. An der Gleichung (15.1) kann man nun Um- - 


formungen vornehmen, wie sie den in Abschnitt 11 ausgefiihrten entsprechen. 

Analog dem relativen Drillungsmoment definieren wir zunachst einen relativen Ausschlag 
uj/Ug- Setzt man (wie wir das schon oft getan haben) ug von vornherein gleich eins, so kénnen 
die Werte uw, selbst als relative Ausschlaige dienen. Um den Faktor k, auf der linken Seite von 
(15.1) zu beseitigen, bilden wie (analog den Drillungsfunktionen gz) jetzt ,,Ausschlagfunktionen“ 
fx gemaB 
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| 

| 

| 

| 

| 


| 


Ug yv=1 


Diese neuen Funktionen sind verbunden durch die Rekursionsformel 
fa =fa-r(ba + bg — 2) —fa_-2 ama 27 aT (Hee2s Sane n) 
fo=1, fi =(ky—2)- i 


(15.3) 


mit 


Wie die wu, so sind auch die f; ganze rationale Funktionen in z vom Grade A. Division durch k* ' 


(wie in Abschnitt 11) schafft schlieBlich die ,,reduzierten Ausschlagfunktionen™ 


Hye | (15.4) 


az 
Fir sie gilt die Rekursionsformel 
0,(£)=a21(2) [vat yin 6] —aa-2(2) wi va — (fir A=2,3...7) 


(15.5) 
%=l, m=". 


mit 


Diesg reduzierten Ausschlagfunktionen «,(¢) sind dimensionslose Ausdriicke, die ganze rationale 
Funktionen in ¢=z/k* vom Grade A sind. Sie sind den Ausschlagen u, proportional gemaf 


U4 Ug — ay. q (15.6) 4 


Die Funktionen «,(¢) kénnen mit Hilfe der Rekursionsformel (15.5) genau so aufgebaut werden, 
wie die Funktionen 7, mit Hilfe von (11.6) aufgebaut wurden. 


Wir zeigen nun noch ganz kurz, wie die reduzierten Ausschlagfunktionen «(¢) mit den redu- 


zierten Drillungsfunktionen 7(¢) bzw. mit den diesen proportionalen Frequenzfunktionen y(C) 
zusaminenhangen. Aus der ersten Gleichung (4.6) findet man 


O42 ua = X41 —%A (15.7) 


und daraus nach Division durch x,=@) ug z die Gleichung 


Multiplikation auf beiden Seiten mit - 
A A 
IT ky 7 0, iT ky» 
liefert 


/ 
fa = B11 —k, ga’; 


Division durch k* schlieBlich 
. oa(C) = M41 — Yam (15.8) 


Behandelt man die durch Summierung aus (15.7) entstehenden Gleichungen 


2 

ie et 

ae >» Oy Uy = X41 
i 


ganz entsprechend, so findet man 


Ty, 2 
@, Ss Oy wy = Mayr. (15.9) 


Will man schlieBlich noch den Ausdruck (14.1) fir die Ersatzmasse durch die reduzierten Dril- 


file) = ua(2) io ae (15.2) { 


“pier Lee PTs at el, keto ey ee 
Set ie Migs ean i = Pe 
fers te acorn. ie ete 
Meare aes avkh , 1s is ALT 
35 


_ lungsfunktionen 7 und reduzierten Ausschlagfunktionen « ausdriicken, so findet man mit (15.6) 


und (15.9) 


. A 

: a IT yv 

i OF ce mame we Oy (15.10) 
q ie : 


A so daf} die z. B. in die Zwei-Massen-Formel (14.2) einzusetzende Funktion 0*10,, wenn 9* =@; 
* gesetzt wird, lautet ‘ 

; * De anes Ay: 

es: 6 mri(6) 

_ oder wegen (15.8) ; 

iq 6 ma+i() ; oP 

4 b) Ausschlagfunktionen der homogenen Maschine. Ebenso wie die Drillungs- 
q funktionen und ihre Verwandten erhalten auch die Ausschlagfunktionen und ihre Umformungen 


erst dann ihre eigentliche Bedeutung, wenn es sich um homogene Teile eines Schwingers handelt, 

wo die Massen und Wellenstiicke (Federn) jeweils unter sich gleich sind. In diesem Falle werden 
alle y und y’ zu Eins (mit Ausnahme jener, die den Index 0 tragen und die verschwinden). Die 
Rekursionsformel fiir die reduzierten Ausschlagfunktionen a; geht aus (15.5) tiber in 


- 


oe 


’ 


Oh, = (2—C) wa_i— ore 
i : 1ySy 1? 
a %=1 und = 1G ( ) 


eRe eer > 


=f 
a 


3 Ebenso geht (15.8) uber in 

_ O&A = Ma+1—N » f (15.13) 
_ was wegen (12.2) gleichwertig ist mit ‘ 

‘ . oa = (—1)* (pa + ga_i)- (15.13a) 
_ Aus (15.13) folgt dann sofort ; 

= 

t » Op Nia (15.14) 
i; Z : DEA) ! 
: Entweder aus (15.12) aufbauend oder mit Hilfe von (15.13) unmittelbar unter Benutzung der 


in Abschnitt 12 schon angegebenen Entwicklung der Funktionen 7(¢) bzw. y(C) in Potenzreihen 
findet man fiir die Ausschlagfunktionen «,(¢) des homogenen Schwingers die Potenzreihen- 
entwicklung ; 


oS 


aa(C) =1— ao) eek (ae) aes (yh 


fir die man in Summenform schreiben kann 
: H 


aa(Z) = >) (—1)” ae a | (15.15) 
y=0 

c) Die Methode der Differenzenrechnung. Wie in Abschnitt 13 konnen wir nun 
auch hier die Differenzenrechnung heranziehen, um statt der Potenzreihenentwicklungen trigo- 
- nometrische Ausdriicke zu gewinnen. Die Rekursionsformel (15.12) iaBt sich als Differenzen- 

_ gleichung auffassen. Unter Abanderung des Zahlbuchstabens lautet sie 
. | oar i(e) (C= 2) 0) aga = 0" (15.16) 
Thre Anfangswerte sind g,=1 und «,=(1—C). Gleichung (15.16) entspricht der Gleichung (13.1) 
und ist genau so gebaut wie jene. Sie hat deshalb auch dieselben allgemeinen Lésungen, namlich 


o,=A cos wAt+Bsinad. 


Auch der Zusammenhang zwischen dem Parameter « und dem ,,frequenzquadrat“ € wird ebenso 
wie dort in (13.2) durch 


By 


cos 4 = a oder € = 2 (1—cos «) 


angegeben. (Man wird den Parameter « nicht mit einer der Ausschlagfunktionen «; verwech- 
seln!) Die Integrationskonstanten A und B, die den Anfangswerten %» und «, angepabt sind, 


lauten 
nN — ¢/2 1s 1 — cosa 


sin % sin 


Aga und 
3* 


Ba AS 


~ 


) 
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So findet man 
sin aA 


aa = cos cA —(1 —cos x) ——— 


oder 


aon [sin « (A+ 1) — sin «A] 


CG 
sing 


oder schlieBlich 
cos + (24+ 1) 


1 (G)i—= 5 (15. 17a) 
cos => 
2 
Ersetzt man den Parameter «/2 durch «’, so kann man auch schreiben 
pea eos a (27-1) 15.17b 
aa(C) = Tei) Sees (15. ) 
Fiir die Beziehung des Frequenzparameters ¢’ zur ,,Frequenz‘‘ ¢ folgt aus (13.2) nun 
eit enna (15.18). 


2 ' 

; 

Die Summe ¥ a, die wir spater in Zusammenhang mit der Summe (14.1) benétigen werden, 
v=0 


errechnen wir uns nicht durch Summation der Ausdriicke (15.17), sondern leichter unter Be- _ 


nutzung von (15.14). So kommt mit (13.4) 


sin « 


A 5 
ee ea as (15.19a) ° 
yv=0 


oder 


a : ‘ } 
Sie ee (15. 19b) 
v=0 


2 sin «’ cos a 


d) Die Herstellung der Ersatzmasse, wenn die Zusatzmassen auf derselben 
Seite des homogenen Kerns liegen. Nunmehr haben wir alle Hilfsmittel in der Hand, 
um zu zeigen, wie ein Schwinger, der aus einem homogenen Kern und einer oder zwei Zusatz- 
massen besteht, als Zwei- oder: Drei-Massen-System behandelt werden kann. 

Im Falle einer Zusatzmasse greift man auf die Zwei-Massen-Formel (14.2), im Falle zweier 
Zusatzmassen auf die Drei-Massen-Formel (14.3) zuriick. In beiden Fallen tritt auf der linken 


Seite iibereinstimmend der Ausdruck 0*/0 auf. Diese Funktion geht, wenn der homogene Kern 
aus (A+1) gleichen Massen 0,=--- =0,=O0 und A gleichen Wellenstiicken c,=--- =ca=c 


besteht, und wenn man 0*=@ und c*=c setzt, unter Benutzung von (15.11) und nach Ein- 


setzen von (15.17) und (15.19) wiber in 
sin % C 


) 

6 TweGeh te: ee 
Wir wollen diese Funktion A/O im Anschlu8 an Frank weiterhin mit §,,1(¢) bezeichnen. (Der 
Index A+1 gibt die Anzahl der Massen des homogenen Kerns an.) Eine Kurve {,41(¢) besteht 
aus A+1 Asten. Kurvenblatter, die die ersten (héchstens fiinf) Aste der Funktion {,,(¢) fiir 
Maschinen mit A+1=2,3...15 Massen im Bereich 0<€<1,1 (nicht im ganzen in Betracht 
kommenden Bereich bis ¢=4) wiedergeben, sind in den Arbeiten von Frank [30] und von Arnold 
[33] wiedergegeben. (Leider sind die Funktionen nur durch Kurvenblatter mit ziemlich weit- 
maschigem Koordinatennetz, nicht auch durch Funktionswerte in Tabellen gegeben.) In der 
Zwei-Massen-Formel (14.2) besteht die rechte Seite mit c*=c und O* =@ aus der in C linearen 

Funktion 


c ) 

Vil) oan (15.22) 
die im y-¢-Diagramm als Gerade erscheint. In der Drei-Massen-Formel (14.3) besteht sie aus 
der Funktion zweiten Grades in ¢ * 

: 149 (23) 
yx(C)=6— eA se ls SEEN (15.23) 
; Ch+1 Oj+1 CA+2 ( C) a Q ) : 
; c On41 Oj+2 


sie erscheint als Hyperbel und ist in Abschnitt 14 schon eingehend diskutiert worden. 
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Die (A+1) Aste der Funktion f;,,(¢) auf der linken Seite von (14.2) und (14.3) werden von 
der Geraden y,(¢) in genau A+1 Punkten, von der Hyperbel y,(¢) in genau A+2 Punkten 
geschnitten. Die Abszissen ¢; dieser Schnittpunkte bezeichnen die jeweiligen Eigenfrequenzen. 

Zu beiden Fallen, dem homogenen Schwinger mit einer Zusatzmasse und dem homogenen 
Schwinger mit zwei Zusatzmassen, geben wir nun Beispiele an. Wir wihlen dafiir jene Schwinger, 


deren Eigenfrequenzen wie in Abschnitt 12 schon nach der Methode der Frequenzfunktionen 
ermittelt hatten. 


Beispiel 1 Schwinger mit homogenem Kern und einer Zusatzmasse nach Abb. 23. Die 
Daten des Schwingers findet man auf Seite 24. Die linke Seite von (14.2), die Funktion 6,(¢), 
wird gemaf (15.21) wegen A=3 zu : c 

ne 
6i(0) = +53 


“tg 4a 


hierzu gehdrt die Bedeutung des Frequenzparameters a nach (13.2). Die rechte Seite von (14.2) 
“lautet gemaB (15.22) mit c/eg=2 und O/O,=1/., 


yi(C) = 2 6— 0,05. 


Py 
47 


‘ 
Abb. 36a. Bestimmung der Eigenfrequenzen nach Frank-Arnold fir die Beispiele der Abb. 23 und 26. 


In Abb. 36a sind die beiden Kurven, 


Crees sin 2 a’ 
a(S) =e Coe Teen, 
und : 
. yi(f) =—0,05+2¢, 
aufgezeichnet und zum Schnitt gebracht. Die vier Schnittpunkte haben die Abszissen 

Ci =0 100 Gi 0,005; aCrir = 210... Crise 346. 
Man erkennt, daB diese Werte so gut mit den entsprechenden desselben Beispiels in Abschnitt 12 
iibereinstimmen, wie dies mit Ricksicht auf die Genauigkeit der Aufzeichnungen erwartet werden 
kann. . 
Beispiel2. Schwinger mit homogenem Kern und zwei Zusatzmassen (Abb. 26). Fur die 
Lésung kann Abb. 36a mit verwendet werden. An Stelle der Geraden 


yy, = —90,05+4+27, 
die mit den Asten der Kurve #, zum Schnitt gebracht werden muf, wenn eine Zusatzmasse 


vorhanden ist, tritt nun bei Anwesenheit zweier Zusatzmassen die Hyperbel. 


; 0,000 781 
= | fond . FT pete. 
Va oul209 26 & — 0,02604 


\ ra Ld Pet © . : . 
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Da die lotrechte Asymptote dieser Hyperbel die ¢-Achse schon bei 0,026 schneidet, kann der i 
erste Ast der Hyperbel in Abb. 36a kaum erscheinen; der zweite Ast unterscheidet sich fir alle 
interessierenden Abszissenwerte ¢ nicht mehr von der Geraden. Die Hyperbel ist deshalb tber- 


Abb, 36b. Ausschnitt aus Abb. 36a. 


haupt nur in der Erganzungsabbildung 36b eingetragen. Die Abszisse €) des ersten Schnitt- 
punktes zwischen Hyperbel und f,-Kurve ist 
Go OO 20" ; 
Die des zweiten Schnittpunktes, . : ie 
Gr == 0103 
unterscheidet sich nur wenig vom Wert (7 des vorigen Beispieles. Die héheren Schnittpunkte sind 


praktisch unverdndert, da die Hyperbel fiir die héheren Werte ¢ sich kaum mehr von ihrer’ 
Asymptote unterscheidet. 


e) Die Zusatzmassen liegen auf verschiedenen Seiten des homogenen Kerns. 
Auch der kompliziertere, aber praktisch nicht seltene Fall, daB die Zusatzmassen auf ver- 
schiedenen Seiten des homogenen Kerns 


ug liegen, laBt sich mit den hier entwickelten 
eel Senet pep} Methoden behandeln. Die dafiir notwendi- 
Z Z 


ees gen Uberlegungen sowie die zur Durchfiih- 

Z Qo rung dann notwendigen Schritte sind je- 

Up, Up doch etwas umstandlicher, als beim Ver- 

b HHH ees yee rag och fahren, das wir in Abschnitt 12 zur Lésung 
eM . derselben Aufgabe beschrieben haben. 

(89) (0) Wir stellen uns etwa einen Schwinger 


nach Abb. 37a vor, der rechts vom homo- 
genen Kern eine beliebige Anzahl von 
Zusatzmassen, dazu links noch eine weitere Zusatzmasse aufweisen moge. Ein solches Gebilde 
wird der Behandlung mit den beschriebenen Mitteln (Gedanke der Ersatzmasse, Benutzung 
der /-Kurvenblatter) dadurch zuganglich gemacht, da® die eine, links angebrachte Dreh- 
masse @; und das Wellenstiick c; ersetzt werden durch eine Reihe von Massen @ und Wellen- 
stticken c, wie sie der homogene Kern des Motors aufweist, so daB ein Gebilde nach Abb. 37b 


Abb, 37. Schwinger mit Zusatzmassen auf verschiedenen Seiten. 


f 


\ 
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4 zustande kommt; dieses kann dann in der schon beschriebenen Weise mit den ,,rechten‘‘ Zusatz- 
_ Massen zusammengefabt werden. 


Die Reduktion der Masse @; auf die Stelle der Masse Q, liefert aus 


A 


; x=z0,u; und %=2O; uy 
fir den Kehrwert der Ersatzmasse ©; die Beziehung 


peek NL: 
oF OF a 
_ Wegen x=c;(uj—u,) wird daraus 
Ly el Bi 
ae @ z =) (15.24) 


Denkt man sich andererseits die h-+-1 (zusatzlichen) Massen (@,) bis (O;), die alle gleich © sein 
und an die Stelle der Masse Q; treten sollen, zunachst auf die Stelle der Masse (O;) reduziert, 
so gilt die Definitionsgleichung 


1 
= & Pass 
bei Reduktion auf die Stelle der Masse @, kommt dann 
per id ee 
6; re) Br Wh) 
W a o) 
egen 6) U(h) 2 Baia U(h) 2 = c (un) — Up) 
folgt d (6) x 
olgt daraus (2*) Bua = Broa 2 ehh as 
also wird der Kehrwert der gesuchten Ersatzmasse zu 
1 1 (2) 
3 = (Bavi—2—) . (15.25) 
1 * 
Gleichsetzung von 1/01 nach (15.24) und 1/01 nach (15.25), liefert schlieBlich 
as c : 
Pari =~@ 4 é(1 ale (15.26) 


Das hei®Bt aber: Durch pe 
Schneiden der Kurvenscha- an 

ren fp mit der Geraden, die EG 6 o - 
die rechte Seite von (15.26) m1 

darstellit, findet man den 
Index h-+-1, das ist die 
Gesamtzah! der ,,homo- 
genen‘‘ Massen (0,4) bis (Gn), 
die die ,,linke™ Zusatzmasse 
© gleichwertig ersetzen. 
Diese Zahl h+1 ist einé 
Funktion von ¢. Um diese 
frequenzabhangige Zahl = 
h+1 ist der Index A+1 jener 5 a 
B-Kurve zu erhdhen, die , 

bei Abwesenheit der linken i : 
Zusatzmasse zur Feststel- 

lung der Eigenfrequenz des : . 9 
aus homogenem Kern mit 
der rechten Zusatzmasse 


bestehenden Schwingers Sar 
verwendet worden ware. Mit’ anderen Worten: Die f-Kurve des ,,neuen”’, homogenen, aus 


A+h4+2-Massen bestehenden Kerns (wir wollen sie als B’-Kurve bezeichnen) findet man auf 
folgende Weise (vgl. Abb. 38, wo A+-1=4 angenommen ist): Mit der Geraden, die die rechte 


Seite von (15.26) angibt, 
Pe(r——), - (15.26a) 


Cl 


Ate 


Abb. 38. Herstellung der £/-Kurven. 


ro) 
J. 6) 


l 
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schneidet man die Schar der B-Kurven. Der Index der jeweils geschnittenen Kurve gibt (als 
Funktion von €) eine Zahl h+1. Diese Zahl wird um A+] (in unserem Beispiel also um 4) ver- 
mehrt, und es wird (zu jeweils der gleichen Frequenz z bzw. ¢) der Funktionswert Broa+e eure 
gesucht und markiert. Die Folge der so erhaltenen Funktionswerte ergibt die Kurve f’(¢)- 
Sie stellt die 6-Kurve des neuen’ homogenen Kerns dar und wird fiir das weitere genau so 
verwendet wie friher die $-Kurve selbst. 


Besonders vermerkt sei noch, daB (wie man sich leicht tiberlegt) fir ¢=0 die Funktion pre 


den Wert 


ne 1 
bet HHH g-— 


0; 


: annimmt. 
Abb, 39. Zwei Zusatzmassen auf der linken Seite. 


Ohne auf die Herleitung einzu- 
gehen, die den gleichen Gedankengangen folgt, schreiben wir noch an, wie die der Gleichung 
(15.26) entsprechende Gleichung lautet, wenn links zwei Massen 0, und @; (nach Abb. 39) an 


den Wellenstticken c, und cj vorhanden sind. Es wird dann 


fm OF 
is Ci pan OF 15.27 
ine (1 <) cer ge me HOLOny (15.27) 
c 01 Om 


Ihre Anwendung ist nach allem Gesagten ebenfalls klar: Statt mit der Geraden (15.26a) wird 
die Schar der Kurven f jetzt mit der Hyperbel geschnitten, die die rechte Seite von (15.27) 
darstellt. Sie ist wieder von der Bauart 
Cc 

Ca Dy 

Ihre Asymptoten, Nullwerte usw. kénnen also nach den friiher gegebenen Anweisungen gefunden 
werden. Aus den Schnittpunkten dieser Hyperbel mit den Kurvenasten /(C) findet man jetzt 
den Index h+1; er wird um A+1 erhéht und fiir denselben Wert ¢ der neue Funktionswert 


B’ =En4a42 aufgesucht. So entsteht punktweise die Kurve f’(¢), die jetzt dem neuen homogenen 
Kern zukommt. Jetzt kommt fiir €=0 der Wert 


By Se 1 . 
P ; nen p12 At Om 
T I Oo 


ie Aeon ae 


zustande. 
Sind dem homogenen Kern mehr als zwei Massen vorgeschaltet, so sucht man nach bekannten 


Methoden (etwa nach dem Giimbel-Tolleschen Verfahren) die Ersatzmasse ra) usw. auf, die an 


der Stelle der Masse QO, anzubringen ware. Aus (15.25) folgt dann 
) 
Bh al Wren 


ee 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun nicht mehr eine lineare, wohl aber eine bekannte 


OC), 
Funktion. Die sie darstellende Kurve ist jetzt mit der Schar der §-Kurven zu schneiden. Alles 
weitere verlauft wie zuvor. 


Eine Bemerkung verdient noch der Umstand, daB der Index h+-1, das ist also die Anzahl 
der homogenen Ersatzmassen nur fiir ausgezeichnete Werte von ¢ eine ganze Zahl ist, eben 
fiir jene Werte ¢, die zu Schnittpunkten der Kurvenscharen 6(¢) mit den Kurven 

y= pes Sif C 
O(c) 
(Geraden, Hyperbel usw.) gehéren. Zu den tbrigen Werten ¢ gehéren nicht ganzzahlige Werte 
h baw. h+-1. Da die Funktionen 6(¢) nicht nur fiir ganze Werte ihrer Indizes, sondern [etwa 
durch (15.21)] fiir alle Werte des Index definiert sind, ist das Verfahren ohne Schwierigkeiten 
durchfihrbar. Die zugrunde liegenden Vorstellungen tiber den ,,ersetzenden homogenen“ Teil 
des Schwingers liefern zunichst allerdings nur diskrete Werte der Funktion f’(¢). Vermége 
der Forderung nach der ,,Permanenz der formalen Gesetze‘‘ wird aus den diskreten Werten 


eine stetige Funktion f’(C) hergestellt. Ihr gehért dann auch eine stetige Folge von ,,Indizes“ 
h-+1 zu. 
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_ 16. Das Iterationsverfahren nach C. B. Biezeno und R. Grammel [29] zur Ermitteluug der 
niedrigsten Eigenfrequenz. Die Aufgabe, die Eigenfrequenzen des in Rede stehenden Tor- 
sionsschwingers zu ermitteln, ist, wie wir in Abschnitt 4.schon aussprachen, ein Eigenwertproblem. 

_ Die algebraisch am nachsten liegende Methode zur Aufsuchung von Eigenwerten besteht in der 
Aufstellung der charakteristischen Gleichung des Problems (hier , frequenzengleichung‘‘) und 
der Lésung dieser algebraischen Gleichung. Aus Griinden der praktischen ZweckmaBigkeit 
ersetzt man dieses Vorgehen jedoch in der Regel durch eines der in den Abschnitten 10 bis 15 
beschriebenen Verfahren. Alle diese Verfahren beruhen im wesentlichen auf dem Gedanken, 
das Gieichungssystem (4.4) oder (11.1) dadurch zu lésen, da® fir den Eigenwert z eine An- 
nahme getroffen und das Erfiilltsein der letzten Gleichung nachgepriift wird. Neben diesen, unter 
sich eng verwandten Verfahren gibt es nun noch ein anderes, von ihnen grundsatzlich verschie- 
denes Verfahren, um ein Eigenwertproblem zu lésen: die Iteration. 

_ Das vorgelegte algebraische Gleichungssystem habe die Gestalt 


. Yn = [M1 My Vy + Hq My ot ++> + Oy mM, Vn] (A=1,2... 7) (16.1) 

(z bezeichne darin den Eigenwert). Der Grundgedanke des Iterationsverfahrens besteht nun darin, 
- einen Satz beliebiger, aber zweckmaBig gewahlter Werte yo1, Yon. -- Yon Vorzugeben und sie auf 
‘der rechten Seite der Gleichung 


Ya = Hq MY ot + Cn Mn Vn (A=1,2...n) (16. 2) 
einzusetzen, aus ihnen also einen zweiten Satz von Werten, ¥11, Yi9---> Vin» Zu ermitteln. Es 
laBt sich namlich zeigen, daB fiir den niedrigsten Eigenwert z, die obere Schranke 

n 

| L My You Vx 
(oe (16. 3a) 

SALONS 

x=0 
besteht, und dab sie iiberdies den Eigenwert schon recht gut annihert!. Geniigt die Annaherung 
den Anspriichen an die Genauigkeit noch nicht, so kann man durch eine Wiederholung des Ver- 
fahrens aus den Werten yy, Werte y,, herstellen; sie liefern dann in 


Aa My Vix Y2% 
——- (16. 3b) 
Day My, Yon 


x=1 
eine niedrigere obere Schranke, also eine bessere Annaiherung an den ersten Eigenwert. 
Die héheren Eigenwerte erhalt man allerdings nicht mehr so einfach. Wir beschranken 
unsere Darstellung deshalb auf die Ermittelung des ersten Eigenwertes und verweisen im tbrigen 
auf die angefiihrte Quelle. j 
Um das soeben beschriebene Verfahren in unserem Fall durchzufthren, gehen wir aus von 
den in den Drillungsmomenten geschriebenen Gleichungen (11.1a). Mit den Abkiirzungen 


Ae (aimee ile Str U te 
ORG a= O79 ey — Ore OM) nee ik aa , 1 = SOR p 
und unter Beachtung von x)= %x,;1—0 lauten sie 
O41. %i-y + aa xa + Gas. Xag1 =O, xz (A=1,2..-n) (16.4) 
oder ausgeschrieben 
Q44 % + ys Xp Ua Ae > 
Ay, X11 Age Xy + Ags Xz by x2, 
39 X%_+ Azz Xz + Azq Xy =b3 X32 | (16. 4a) 
epi brt sere Pn Me ete ence eae ues 
POL Xn Stott Gena an Bae 


’ 


in dieser Gestalt eignen sie sich jedoch nicht zur Durchfiithrung des Iterationsverfahrens, wenn 
der niedrigste Eigenwert aufgesucht werden soll. Wir missen die Gleichungen vielmehr nach 
den rechten Seiten auflésen®. So kommt, wenn 
i—1 n 
yO, ¥ 0, 
ty = ee fir i Sj (16.5) 
dO, 
*=0 
1 C: B. Biezeno u. R. Grammel, Technische Dynamik, 5.155. Berlin 1939. 
2 C. B. Biezeno u. R. Grammel, Technische Dynamik, S. 1047. 
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7 = 
~ 


bezeichnet und tj;=t; sei, das Gleichungssystem 


x, = 2 (b, ty % + be thoy + + bebe) A=1,25.. n) (16.6) 


zustande. Es hat nun tatsidchlich die Gestalt des Systems (16.1) und geht mit 


X=Y¥A> b, = My s by = Xx 
in dieses tiber. 

Man stellt nun also aus einem Satz von Werten x,, gemaB (16.2) einen Satz von Werten x, 
her, und notfalls einen zweiten, x.,, und erhalt dann mit Hilfe von (16.3a) oder (16.3b) eine 
obere Schranke und damit einen Naherungswert fiir den niedrigsten EKigenwert. 

An der angefihrten Stelle wird noch gezeigt, wie die Auflésung der Gleichungen (16. 4a) 
nach den rechten Seiten und somit die Herstellung der Koeffizienten ty, die bei sehr vielen 
Freiheitsgraden mithsam wird, umgangen werden kann dadurch, daB man dem Gleichungs- 
system (16.6) eine andere Deutung gibt. Wir verzichten hier auf die Wiedergabe dieses zweiten 
Weges und verweisen auch dieserhalb auf die angefiihrte Quelle. 


Beispiel. Wir erlautern das Verfahren an jenem Beispiel, das wir in Abschnitt 10 (Abb.14) 
und 11 schon gewahlt hatten, und das wir noch vielfach heranziehen werden (vgl. Abschnitt 23). 
Es stellt ein Vier-Massen-System dar mit den 


Tragheitsmomenten reduzierten Langen 
0, = 90.36 cm kg sec? 1, =100 cm 
2,=0,15 cm kg sec? i= 30cm auf C=G Jp=108 cm? kg 


O,=0,21 cm kg sec? l= 910 ony | bezogen. 
0,=0,09 cm kg sec? 


pe gemaB (16.5) errechneten Koeffizienten t; haben ee in oe 


ti cas LOs4emiuke'sec+s tog => -10-* cm kg sec?, 
t= > 10-2? cm kg See™s i= = - 10-2 cm kg sec? ,, 
tsi yt LOG? cm ke sec? tg, = 1 Bur 107 Vemike see*y 


die 6; werden zu 
bale O=ikee* cin es 
b, = 0,3°.10-4 kg=1 cm=1 
b= 0,7 LO ket cmiate 


Das dem ersten Iterationsschritt zugrunde pescads Gleichungssystem lautet demgemaB 


X11 = (2000 xo, + 400 x5 He 280 Xo3) > 1078 sec? , 
Kyo = (1333 x9; + 567 x99 + 397 x95) - 10-8 sec? , 
X13 = (400 x9, + 170 x95 + 560 %5) - 10-8 sec? . 


Wiirde man, mangels besserer Vorschatzung, damit beginnen, die Werte x), des nullten Satzes ’ 
jeweils gleich Eins zu setzen, so erhielte man als Werte des ersten Satzes die Summe der Koeffi- 
zienten in den Zeilen. Diese Summen verhalten sich ungefahr wie 3:2:1. Wir beginnen deshalb 
sogleich mit einem Satz von Nullwerten 


Xo = 3%, Xo = 24, eatpy = (ee 
und finden daraus 
X41 = 7080 «- 10-8 sec? , 
Xo = 5931 a! LOT8sees., 
X13 = 2100 «- 10-8 sec? . 


Die in (16.3a) einzusetzenden Werte findet man aus der nachstehenden Tabelle 


ee Eee Be a Se A ee ea 
2 
Xo. XA % by Xa XA 3 Xy b, e Xa, 


a*-10-® sec? | a?- 107! sec?/em kg | a?+ 10722 sect | «2-10-16 sect/em kg 


ie ae r re < pA Ne 
dk <a rn of * . b F 
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Daraus folgt der Naherungswert 
26 028 
Bg RE Sas ores w04eecs2 
Zz 6 930 10* see=? = 4,17-104 sec 


oder m = Vz = 204,3 sec-}. 


Die Annaherung ist nach Ausfihrung des ersten Schrittes schon bemerkenswert gut, wie man 
durch einen Vergleich mit den Ergebnissen in den Abschnitten 10, 11, und 23 feststellt. 


C. Die auf der ,,Aufteilung“* beruhenden Verfahren. 


I. Zeichnerische Verfahren, die vom ,,Seileck** Gebrauch machen. «neh 


17. Das Verfahren nach E. Rausch [14]. In Abschnitt 3 hatten wir schon erwahnt, daB (ae 
valle Verfahren zur Aufsuchung der Eigenfrequenzen eines Schwingers nach Abb. 1 sich in zwei i 
groBe Klassen einteilen lassen, in jene Verfahren namlich, die an die Gleichungen (4.4) oder 
(4.6) anschlieBen (sie wurden im Teil B in den Abschnitten 10 bis 15 ausfiihrlich erértert) und 
in jene, die von dem Gedanken der Aufspaltung Gebrauch machen, wie er in Abschnitt 5 dar- 

gelegt ist. Dieser zweiten Klasse wenden wir uns nunmehr in diesem Teil des Berichtes zu. Auch 
hier legen wir Wert darauf, den inneren Zusammenhang der Verfahren untereinander heraus- 
‘auarbeiten. Unsere Darlegungen, und damit auch die Reihenfolge, in der wir die einzelnen 
Verfahren vorftthren, werden allein von diesem Ziel, nicht von der historischen Aufeinander- 
—folge bestimmt. Das Verfahren, das den Gedanken der Aufspaltung am tbersichtlichsten ver- 
wertet, ist das von E. Rausch [14] angegebene. Wir stellen es deshalb an die Spitze. 
Das Verfahren von Rausch benutzt die Zerlegung des Schwingers in Ein-Massen-Systeme, 
wie sie in Abb. 5 dargestellt ist. Fiir diese Ein-Massen-Systeme wird nun die Forderung erhoben, 
alle ihre Eigenfrequenzen sollen ibereinstimmen. Demnach muf gemaB der ,,Ein-Massen-F ormel“ 


GJ, 
ee ole 
TG (17. 1) 
_ gelten 
by Og = bys Orn = In Oye = = 1 Or-1,2 = Man Onn = +++ = Inn On. (17.2) 


(Die Abkirzungen lx und Ox, sind in Abschnitt 5 erklart und aus Abb. 5 und 6 ersichtlich.) 
Die in (17.2) auftretenden Ausdriicke 10 sind nun von der Bauart der ersten Gleichung (8.1). 
Sie lassen sich also mit Hilfe des Seileckes herstel- 
len. Abb. 40 zeigt der Ubersichtlichkeit wegen das 
Vorgehen zunachst an einem Zwei-Massen-System 
(wo man dieses Verfahren allerdings noch nicht 
notig hatte), Abb. 40a gibt die Anordnung, 40c 
das mit Hilfe der Abb. 40b gewonnene ,,Seileck". 
Die Ordinaten 7, und 7, sind jeweils ein Maf fir 
die Produkte 0, x, und 0, x,. Da 0) x,;=O, x2 ge- 
macht werden soll, so missen die Ordinaten 7, und 
nN» einander gleich werden. Die im Schnittpunkt A, 
auftretende Ordinate 7 gehoért zu beiden Dreiecken, 
gibt also den Wert n=17,=7. Ihre Lage gibt die AGhWACY teat Wadden! Syetont 
GréBen x,=l, x,=1,,, also die Lage des Knoten- | 
punktes K an. Aber auch die Frequenz selbst ist auf diese Weise schon ermittelt. Da 7 die hs 
Produkte 9, 1,) oder O, 1,, darstellt, so gilt wegen (17.1) 
Bias GJp ! Jp th 


oder n= —>G 
1) Mm 


00) 


Die Strecke 7 ist also ein MaB fiir den Kehrwert des Frequenzquadrates. Die MaBstabe erhalt 


man gemaf (8.2) zu 
My, = Mi moe H 


und daher : 
J Toe yas: (17.3) 


y yo? pi i Fe . v J ” 
by . OE ial Ba |B Ses he en ka BE oy 
4 aah hae 
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Fiir ein Drei-Massen-System gestaltet sich das Vorgehen so, wie Abb. 41 angibt. Abb. 41a 
zeigt die Anordnung; die ausgezogenen Linien in Abb. 41c folgen aus Abb. 41); sie sind die | 
Parallelen zu den dort ebenfalls ausgezogenen Linien. Die gesuchten Ein-Massen-Systeme ent- 
stehen durch Aufteilung der mittleren Masse 0,. Irgendeiner Aufteilung der Masse Q, entspricht | 
in Abb. 41b ein Strahl PE{,. Seine Parallele in Abb. 41c liefert zwei Schnittpunkte A; und Aj. 
Die (probeweise) vorgenommene Aufteilung ist dann die richtige (strichpunktiert), wenn die | 
Ordinaten 7, und 7, in A, und A, einander gleich sind. Man geht also zweckmafig so-vor, daB | 
man um D, in Abb. 41 eine Gerade so lange dreht, bis die Ordinaten in den Schnittpunkten A, | 
und A, einander gleich geworden sind. Die Parallele zu dieser Geraden schneidet dann in Abb.41b | 
vermittelst des Punktes E,,; auf der @, dar- 
stellenden Strecke die Teilmassen 0,, und 0,, 
ab. Zugleich liefert die Lage von A, in 
Abb. 41e die Teillangen J,, und 1,,, die Lage 
von A, die Teillangen /,, und I,,. Fur die MaB- 
stabe gilt wieder Gleichung (17.3). Damit ist 
die Aufgabe gelést, d.h. es ist eine, und zwar 
die héchste, Eigenfrequenz samt den zuge- 
hérigen (reellen) Knotenpunkten (also auch 
das ,,Ausschlaghbild*‘) gefunden. 


Auer der so ermittelten Schwingungsform — 
mit lauter reellen Knotenpunkten gibt es noch | 
eine zweite, bei der ein Knoten virtuell ist. 
Wie in Abschnitt 5 ausgefiihrt wurde, besagt 
das, daB die Aufteilung der Langen und Mas- 
sen nicht nur in positive Sticke, die kleiner 
sind als die aufzuteilenden, erfolgt, da viel- 
mehr auch negative Teilstiicke und solche,- | 
die gréBer sind als das Ausgangsstiick, auf- 
treten. Demnach muf es aufber der Geraden 
A,D,A, in Abb. 41c, noch eine zweite Gerade 
. geben (deren Parallele in Abb. 41 b die Strecke 

\ QO, dann ,,auben“ teilt), die ebenfalls gleiche 

se 7 Ordinaten 7 abschneidet. Die neuen Schnitt- 

punkte B, und B,, mit den ,,auBeren“ Seil- 

strahlen, werden dann eine der Langen l, und 

Abb, 41; Drei-Massen-System. l, ebenfalls ,,auBen‘ teilen, so daB ein virtu- 

eller Knoten entsteht. Abb. 41d zeigt die 

Lage dieser neuen Geraden B,B,D,. Im zweiten Teil der Abb. 41 ist ihre Parallele: PE, ein- 

gezeichnet; sie teilt die Strecke QO, aufSen. Durch B, wird auch 1, auBen geteilt. Die Ordinate 7, 
ist nun ein Mafs fir den Kehrwert 1/m7. Der MaBstab ist wieder durch (17.3) bestimmt. : 


ee 


By 


Was hier fir ein Zwei- und ein Drei-Massen-System ausfihrlich erértert wurde, laBt sich 
auch bei Systemen mit mehr Massen sinngemaé$ durchfihren. Handelt es sich etwa um ein Vier- 
Massen-System, so hat man (Abb. 42) durch die beiden Punkte D, und D, jeweils eine Gerade 
zu legen und muf diese Geraden so lange drehen, bis die drei Ordinaten in den Schnittpunkten 
A,, A, und A, einander gleich geworden sind. Hier kann man jeweils drei Lagen fur die beiden 
Geraden durch D, und D, finden, die gleiche Ordinaten 7 abschneiden. Diese drei verschiedenen 
Lagen entsprechen den drei Eigenschwingungsformen, die Ordinaten sind ein Maf fiir die 
drei Eigenschwingzahlen. Im wtbrigen sprechen die Abbildungen fir sich selbst. (Die Auf- 


teilung der Massen @ in Abb. 42b gehért zur Schwingung dritten Grades nach Abb. 42c¢ mit 
reellen Knoten.) 


Es sei nur noch darauf hingewiesen, da® auch ein Schwinger, der an einem oder an beiden 
Enden festgehalten ist, nach dem gleichen Verfahren behandelt werden kann. Ein festgehaltenes 
Ende entspricht dem Vorhandensein einer unendlich gro®en Masse. Der entsprechende Seilstrahl 
lauft dann yon P aus parallel den Strecken @, die Ordinate 7 wird demgemaB6 nicht ,,im“ Feld, 
sondern am Ende des Feldes abgeschnitten, der Knoten riickt nach dem Festpunkt. Im tbrigen 
verlauft alles sinngemaB. In Abb. 43 ist ein Beispiel fir einen Schwinger mit zwei festgehaltenen 
Enden und drei ,,inneren‘‘ Massen @,, 0,, QO, durchgefihrt. 


§ ¢ 
as f 


aiat iat ©* ie ee! ee ae YO ee ee) 1 
uz , » t ge alia 
‘Leen ¥ aoe Types ae sh ; ; aay ! 
ee a sean | ay ne fen hs U 
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Besondere Betonung verdient die Tatsache, 
dafS das dargestellte Verfahren (natiirlich inner- 
halb der Genauigkeit der zeichnerischen Aus- 
fiihrung) die streng richtigen Werte aller Eigen- 
frequenzen liefert, da es auf wirklich geltenden 
Gleichungen, namlich (17.2) aufgebaut ist. Es ist 
kein Naherungsverfahren. 

Wegen eines Zahlenbeispiels sei auf Ab- 
schnitt 23 verwiesen, wo die Eigenschwingzahlen 
ein und desselben Schwingers nach verschiedenen 
Verfahren, darunter auch dem nach Rausch, er- 
mittelt werden. 


18. Das Neetahcen nach K. Kutzbach [3]. Der 
Kutzbachsche Originalaufsatz ist recht schwer les- 
bar, da in ihm eine Reihe ziemlich heterogener 
Gedankengange und Zielsetzungen durcheinander 
laufen. Der darin enthaltene Vorschlag zur Auf- 
findung der Eigenfrequenzen eines Schwingers laBt 
sich am besten durch einen Vergleich mit dem 
schon beschriebenen Verfahren nach Rausch er- 
lautern. Das Reuschsche Verfahren ist streng 
richtig, das Kutzbachsche nur insoweit, als es mit 
jenem ubereinstimmt; wo es abweicht, liefert es 
keine genauen, sondern nur Naherungswerte. Diese 
kénnen sich unter Umstanden, wie ein Beispiel 
zeigen wird, betrachtlich von den genauen unter- 
scheiden. Etwas gemildert wird dieser Umstand 
jedoch dadurch, dab, wie wir ebenfalls zeigen 


st 


4 
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Abb. 43. Drei-Massen-System mit Festpunkten. 
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Abb. 42. Vier-Massen-System. 


werden, die Abweichungen stets nach 
derselben Seite gehen, so daB, wenn 
auch nicht der Fehler selbst, so doch 
seine Richtung bekannt ist. Und zwar 
sind die nach Kutzbach ermittelten Werte 
untere Schranken der wahren. 

Fur die héchste EKigenfrequenz, wo 
die zugehérige Schwingungsform nur 
reelle Knotenpunkte besitzt, stimmt das 
Kutzbachsche Verfahren mit dem nach 
Rausch véllig iberein. Fiir diese héchste 
Kigenfrequenz und die zugehérigen Kno- 
tenlagen liefert es also die genauen Werte. 
Verhaltnismafig leicht zu iiberblicken 
ist das Kutzbachsche Vorgehen auch noch 
im anderen Extremfall, namlich fiir die 
Grundschwingung. Hier betrachtet Kutz- 
bach die Ordinate 7» des Seileckes im 


? 


1 ele 
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Schnittpunkt der auBersten 
Seilstrahlen als MafS fur | 
den Kehrwert des Frequenz- 
quadrates (Abb. 44) und - 
die Lage des Schnittpunk- 

tes A, als die des Knotens 

der Schwingungsform. Wir | 
wollen nun zusehen, was 
die so gewonnenen Werte 
eigentlich bedeuten, und_ 
wie sie mit den gewiinsch- 
ten zusammenhangen. 


C3 


Wir denken uns eine 
Welle nach Abb. 45 an_ 
einer Seite eingespannt. Fiir 
die Amplituden wu, ug, ug | 
der Ausschiage, der Dreh- 
massen 0,, @,, O, kénnen | 
wir das folgende System von homogenen algebraischen Gleichungen anschreiben: 


Ag 


Abb. 44. Bestimmung der Grundfrequenz nach Kutzbach. 


il I 
TT diy ga [O, 1, u, + Ogl, uy + Ogl, us] | 


U2 = = [Orb wy + Oa(ly + Ie) we + Os (ly + fo) us] > * say 
1 


U gNae aye [Ot uy + O2(1, + 12) ug + Os(L, + le + Is) us] - 
Die Gleichungen geben die Ausschlage u,, u,, U3 an, wie sie unter Wirkung von Momenten 
20, uU,, zO,uU,, 20,u3, das heiBt den Momenten der bei einer harmonischen Bewegung auftreten- 
1 ; ‘ ¥ 
den Tragheitskrafte, zustande kommen. Die Faktoren = Ls oe (1,-+1,), Elathth) sind dabei 


die jeweiligen EinfluBzahlen. {Man kénnte die Gleichungen (18.1) unter Beriicksichtigung der 
Einspannung (uy=0) auch aus den Bewegungsgleichungen (4.4) durch geeignete Addition ein- 
zelner Gleichungen gewinnen.| 


Lést man die letzte der Gleichungen (18.1) nach 1/z auf, so kommt 


1 1 
2 = 7 Orb 2 + On(h+le) T+ Os(h+he +h) Yi (82a 
Vergleicht man hiermit den Ausdruck 
1 

ON sos [O,1, + On (1, +12) + O3(, +1, +1) » ~ (18.2b) — 
der dadurch entsteht, daB die Quotienten u,/uz; und u,/u, gleich Eins gesetzt werden, so ist klar, | 
a ; 
0; 0, 0; n> (18.3) 
aR A cy C2 C3 ist. Denn wie aus den beiden ersten Gleichungen von (18. 1) | 

; NJ mas Ceti hervorgeht, gilt die Ungleichung u,>u,>u,, so daB die 


| 7 , Dade | Selegubees Coun abaya auaet Quotienten u,/u; und u,/u, echte Briiche darstellen; werden — 
ers sie durch Eins ersetzt, so erhéht man den Wert. Ein Aus- 
druck von der Bauart der rechten Seite von (18.2b) wird aber, wie*in Abschnitt 8 gezeigt wurde, 
gerade durch die Ordinaten des ,,Seilecks** geliefert. Die Ordinate 7 in Abb. 44c ist also ein 
MaB fir die GroBe (18.2b) der beiden in K eingespannten Teilschwinger. Nach (18.2a) ist n 
aber ein angenaherter Wert fiir 1/z, also auch fiir die Eigenfrequenz des Schwingers. Und zwar 
ist, wie (18.3) aussagt, 1/y7<z, so dai man in 1/7 eine untere Schranke des gesuchten Wertes z_ 
erhalt. Fir die MaBstabe gilt wieder (17.3). 


Wir merken noch an, dafs die rechte Seite von (18.2b), also die GroBe 7, wie ein Vergleich 

; _ mit der letzten Gleichung (18.1) zeigt, sich deuten laBt, als jener Ausschlag u, (des Schwingers 
i nach Abb. 44), der zustande kommt, nicht unter Wirkung der Momente der Tragheitskrafte 
uyQ,z der Schwingungsbewegung (Schwingungsausschlag), sondern unter Wirkung von Mo- 


te Le an 
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menten, die den ,,Massen‘t @,, 0,0, selbst proportional. sind (sogenannter ,,statischer‘‘ Aus- 
schlag). 

Nach der Kutzbachschen Vorschrift nimmt man also die Ordinate 7 nach (18.2b) als Naherung 
fir das reziproke Frequenzquadrat der Grundschwingung nach (18.2a) und ebenso die Lage 
des Schnittpunktes Ay, die den Knoten im ,,statischen Fall" bezeichnen wiirde, als Naherung 
fir die Lage des Knotens des zugehérigen Schwingungsbildes. 

. In den tbrigen Fallen, 
wo mehr als ein, aber we- Oo 0; O02 0; Oy 
niger als n reelle Knoten f é 
des Schwingungsbildes vor- 
handen sind, werden von @ 
Kutzbach ebenfalls nur 
die reellen Knoten 
des Schwingers betrachtet 
(nicht wie beim Verfahren 
nach Rausch auch die 
virtuellen). Der gesamte 
Schwinger wird durch Auf- 
spaltung einzelner der Dreh- 
massen © in ebenso viele 
Teilschwinger zerlegt wie 
reelle Knotenpunkte vor- 
handen sind, und _ jeder 
solche Teilschwinger als 
in der Grundschwingung 
(mit einem Knotenpunkt) 
-schwingend gedacht. Fir 
die zweiknotige Schwin- 
gung des Schwingers nach 
Abb. 46a handelt es sich 
_ dann also um folgende Auf- 
gabe: Um jenen Punkt D 
im Seileck (Abb. 46c), der 
zu der aufgespaltenen Masse 
‘gehort, wird eine Gerade 
so lange gedreht, bis die 
Schnittpunkte A, und A, | 
mit den duBeren Seilstrah- Oo O7\O72 > On; O54 i 
len zu gleichen Ordinaten 7 
fiihren. Diese Ordinaten 
sind ein angenahertes MaB r | H | | A | A 
fir den Kehrwert des Fre- 
quenzquadrates der Grund- 
schwingung der beiden in Abb. 46. Bestimmung der Eigenfrequenzen der wees und dreiknotigen Schwingung. 
Abb. 46d gezeichneten Teil- 
schwinger, die durch Aufspaltung der Masse Oy (im vorliegenden Fall 9.) zustande kommen, und 
damit fir den Kehrwert des Frequenzquadrates der zweiknotigen Schwingung. Die Aufspaltung 
der Masse Qy selbst wird durch die Parallele zur Geraden A, DA, in Abb. 46b bezeichnet. Die 
Lage der Schnittpunkte A wird als Naherung fiir die Lage der Knotenpunkte genommen. 


Auf die beschriebene Weise (in Abb. 46e, f und g ist die Konstruktion auch fiir die dreiknotige 
Schwingung durchgefihrt) erhalt man alle Schwingungsbilder und Eigenfrequenzen. Die der 
héchsten Schwingungsform sind dabei, wie die Ubereinstimmung mit dem Verfahren nach 

- Rausch zeigt, genau, die der iibrigen nur angenihert richtig, wie die Betrachtung zeigt, die wir 
fir die Grundsthwingung durchgefiihrt haben, und die sich auf die ibrigen Schwingungsformen. 
ausdehnen laBt, weil diese ja als ,,Grundschwingung” von Teilgebilden erscheinen. 


Wegen eines Beispiels sei auch hier zunachst auf Abschnitt 23 verwiesen, wo sich unter 
den verschiedenen Verfahren zur Ermittlung der Eigenfrequenzen des vorgegebenen Schwingers 
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oats 


\ 


WV 


48 Klotter: Berechnung der Torsionseigenschwingungen von Maschinenwellen. Ingenieur-Archiv _ 
SJ DUR One TI rece a ee NP reer hI Sel eh ES 


auch das Kutzbachsche befindet. Um jedoch zu zeigen, daB unter Umstanden die Fehler beim 
Kutzbachschen Verfahren recht betrachtlich werden kénnen, sei hier ein weiteres Beispiel eigens 
vorgefiihrt. Es handle sich um den Schwinger nach Abb. 47, der aus n=7 Wellenstiicken und 
demgema8 n+1=8 Drehmassen besteht. Die Daten dieser Sticke sind 

O, =9,= --:, =O;,;=0=0,860 kgcmsec?, O,=1,120 kgemsec?, O,=0., 

L =), --- =lz=1=50,0.em, 1,+38;6 em, 1,—84,5 em, 


9) 


G Jp=4,148 - 108 kgcem?. 


O, 07 O02 OQ; Oy Os Og GO, 
~ Z 1. lp ei C3 _—— ly es y — l6 — hy 


; j 
oe 
Z 


UT 


Abb, 47. Beispiel. 


Abb. A7b zeigt die Ermittlung der niedrigsten Eigenfrequenz nach Kutzbach. Man findet 
@, = 543 sec-1. 
Zum Vergleich werde die Eigenfrequenz auch noch nach dem Grammelschen Verfahren von 
Abschnitt 12 ermittelt. Mit den angegebenen Werten erhalt man 
«4,148 - 108 


[fre 13.516 sec~? = 0,954 107 sec-2, 


¥e= 1,311, y,= 1,008, y,= 0,460, yi=0. 


ferner 


tam. 7 
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Abb. 48. Bestimmung der ersten Eigenfrequenz des Schwingers 47a nach Grammel. 


Die Frequenzengleichung (12.9b) wird demgemaB zu 
(¢?— 2,779 ¢ + 0,604) p; = 1,311 (C—0,460) g, . 


Die Bestimmung ihrer ersten Wurzel Cy zeigt Abb. 48, Man erhalt €7=0,03865, woraus folgt 
-@1=607 sec-1. Die Abweichung des 


nach Kutzbach gewonnenen Wertes 
betragt immerhin 

Oy WT 64 

ie whine oad 1S os. 
Die Abweichung geht, wie stets, nach 
unten. Sie ist in diesem Fall schon 
recht betrachtlich. ; 

Im Jahre 1943 versuchte W. Beck 
[32] unter ‘Beschrankung auf die 
Torsionsschwingung eine erneute 
Darstellung der Kutzbachschen Ge- 
dankengange. Abgesehen von dieser 
Herausschalung der Torsionsschwin- 
gungen enthalt die neue Darstellung 
keine bemerkenswerten Zige. 


19. Die Abanderung des Kutz- 
bachschen Verfahrens durch G. 
Baranow [17]. Den Umstand, dai} 
das Kutzbachsche Verfahren fir die 
héchste Eigenschwingungsform den 
genauen Wert von Frequenz- und 
Knotenlage liefert, sucht Baranow in 
der folgenden besonderen Weise zu 
verwerten. Nachdem fiir die héchste 


Schwingungsform des Schwingers 


mit n Massen die Frequenz und die 
n—l1 Knotenpunkte aufgesucht und 
dadurch auch die (gedachten) Auf- 
spaltungen der Massen vorgenom- 
men sind, wird aus dem urspring- 
lich gegebenen Schwinger ein vollig 
neuer hergestellt. Er besteht aus 
n—1 Massen, die an den (schon be- 
kannten) Knotenpunkten der héch- 
sten Schwingungsform des urspriing- 


OQ 


O, 0, 0; 


Abb. 49, 


, 
Bildung neuer Schwinger nach Baranow. 


f 
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lichen Schwingers sitzen. Diese Massen bestehen jeweils aus der Summe jener beiden Teil- | 
massen, die vorher an den beiden Enden des zum Knotenpunkt gehérigen Wellenstiickes | 
saben (vgl. Abb. 49). Oder anders ausgedriickt: Die n Massen des urspringlichen Schwingers 
(von denen, mit Ausnahme der ersten und der letzten, alle in zwei Teilmassen zerlegt 
sind) werden zu neuen Massen in der folgenden Weise zusammengefabt: Im Knotenpunkt 
eines jeden der n—1 Teilschwinger, in die das n-Massen-System zerlegt war, wird die Summe_ 
jener beiden Teilmassen angebracht, die zum betreffenden Teilschwinger gehérten. Fir das so | 
entstandene Gebilde, das nun n—1 Massen aufweist, wird wieder Eigenfrequenz und Knoten- 
lage der héchsten Schwingungsform nach dem Kutzbachschen Verfahren aufgesucht. Von dieser | 
Frequenz und der Lage der Knoten behauptet Baranow, daB sie angenihert ubereinstimmen mit | 
der Frequenz und der Knotenlage der (n —2)-knotigen Schwingung des urspringlichen Gebildes. 
Ein Beweis fir diese Behauptung kann hier nicht geliefert werden. In der deutschen Veréffent- 


QO, O2 @; 


6 
g C lp C3 


Abb. 50. Baranowsches, Verfabren. 


lichung’ Baranows ist lediglich das Verfahren beschrieben; wegen des Beweises ist auf die zitierte 
russische Originalarbeit verwiesen, die aber nicht zuganglich ist..-Das genannte Verfahren gibt 
keine genauen, sondern Naherungswerte. Die so gewonnenen Frequenzen weisen jedoch eine er- 
staunlich gute Ubereinstimmung mit den auf anderen Wegen bestimmten auf, so daB das Verfahren 
als sehr gut brauchbar bezeichnet werden kann. Die Abweichungen von den genauen Werten 
gehen (im Gegensatz zum Kutzbachschen Verfahren) allerdings nicht nur nach einer Richtung. 


Die Abb. 49a bis e veranschaulichen das Vorgehen nach Baranow hinsichtlich der Bildung 
neuer Schwinger aus den Teilmassen der alten; in Abb. 50 sind die zugehérigen Seilecke und 
Ordinaten 7 angegeben. Das Vier-Massen-System nach Abb. 49a wird mit Hilfe des ersten 
Seilecks in Abb. 50c und der Schnittpunkte C,, C,, C;, zu denen die Ordinaten 7;;; gehéren, 
in die Teilsysteme zerlegt, die Abb. 49b angibt. Aus diesen Teilschwingern des urspriinglichen 
Schwingers wird nun ein zweiter, neuer Schwinger (Abb. 49c) hergestellt. Seine Massen sitzen 
in den Knoten K27, Ki") KI" des urspringlichen Schwingers. Und zwar ist 


O.= Oo. = Cig: 
Oo; Sr Oio+ (Ce > 
O, = Oy, + Og. 


Die Zusammenfassung zeigt auch Abb. 50b. Von diesem neuen Drei-Massen-System wird nun 
die héchste Eigenschwingzahl und Eigenschwingungsform aufgesucht. Die notwendigen Linien 
im Seileck zeigt wieder Abb. 50c: Durch C, ist eine Gerade zu legen, die in B, und B, zwei 
gleich groBe Ordinaten 7,, als Maf fiir 1/w*, abschneidet. Die Teilmassen und Téillangen aah den 


we 
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Knoten Kl’ und K}! zeigt Abb. 49d. Aus diesem Schwinger wird nun ein dritter hergestellt. 
Er enthalt zwei Massen 0; und 0;’, die an den Stellen der Knoten K! und K!! sitzen (Abb. 49e) 
Und zwar ist OY =O 40%, 
0 = O40, 
Dieses neue Zwei-Massen-System hat nur eine Eigenfrequenz und nur einen Knoten K!. Die 
Eigenfrequenz wird durch die Ordinaten y, n Abb. 50c, die Knotenlage durch den-Schnitt- 
punkt A bestimmt. 
Wegen eines Beispieles verweisen wir auch hier auf Abschnitt 23. Es sei nur noch angefihrt, 
da, wenn der in Abschnitt 18 nach Kutzbach (Abb. 52) behandelte Schwinger (wo sich ein Fehler 


von 10,5 % ergab) nach dem hier beschriebenen Verfahren untersucht wird, eine Eigenfrequenz 
von wy =608 sec~! folgt. Das 


bedeutet praktisch eine véllige Q=c0 O, Q2=00 
Ubereinstimmung mit dem ; J 
nach Grammel  bestimmten as a b 
Wert. Aus dieser Gegeniiber- 
stellung ersieht man deutlich ? 
die Verbesserung, die die 
Baranowsche Abanderung des 4 7] a P, 
Kutzbachschen Verfahrens mit — 7“ 
sich bringt. 
20. Das Verfahren nach d Ap 
S. Salyi [31]. Auch dieses — gqjy 0° 


Verfahren wollen wir im we- 
sentlichen durch eine Bezug- 
nahme auf das Verfahren nach 
Rausch erértern. Tun wir das, 
so werden wir sehen, daB es 
sich hier kaum um wesentlich 
neue Gesichtspunkte, vielmehr 
- um eine manchmalzweckmaBi- 
gere Ausfihrungsform handelt. 
Wir gehen aus von dem bei- 
derseits einges pannten Schwin- 
ger nach Abb. 5la. Nach 
Rausch wirde er als ein Drei- 
Massen-System mit den bei- 
den unendlich groBen Rand- 
massen behandelt werden, so 
daB mit Hilfe von Abb. 51b 
das Seileck 5le mit den Or- 
dinaten 7 an den Stellen der 
(hier an: die Enden_ gerick- 
ten) Knotenpunkte zustande . 
kommt. Salyi schlagt statt 
dessen vor (Abb. 51d), durch 
die Schnittpunkte A, und Ag, 
die die einfach und doppelt an- 
gestrichenen Seilstrahlen mit 
den auBeren Begrenzungen 
bilden, eine Verbindungs- 
gerade A,A, zu ziehen und 
den Abstand 7 des Schnitt- 
punktes A, von dieser Verbin- 
dungsgeraden als MaB fur das 
reziproke Frequenzquadrat zu 
betrachten. Aus der Geometrie 
der Figurenist sofort abzulesen, Abb. 52.. Drei-Massen-System mit festen Enden. 


Ay 


Abb. 51. Ein-Massen-System mit festen Enden. 


OQ; 
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daB 7’=7 ist, das Vorgehen also berechtigt ist; es handelt sich namlich im wesentlichen um eine 
Parallelverschiebung der betreffenden Linie. Daraus laBt sich dann fir alle eingespannten 
Schwinger die Regel herleiten, daB man die Ordinaten 7, die den Kehrwert des Frequenzquadrates 
angeben, an den Stellen der Massen @ (nicht an den Knotenpunkten) gewinnt, wenn man so vor- 
geht, wie Abb. 52 andeutet: Nachdem das ,,Seileck‘‘ A4jA, A.A, A, in Abb. 52¢ gezeichnet ist, 


zieht man durch A, und A, einen 


zweiten (strichpunktierten) Kurven- 
zug, der an den Stellen der Massen 
O,, Oz, O, gleich groBe Ordinaten 
Nyit abschneidet; diese Ordinate 7,,, 
ist ein Ma fir den Kehrwert des 
Frequenzquadrates z,,;,. Die Eck- 
punkte K?” und Kj" bezeichnen 
die Stellen der Knoten. AuBer dem 
in Abb. 52c gezeichneten Kurven- 
zug, der nur reelle Knotenpunkte 
liefert, gibt es noch zwei andere 
(Abb. 52d und e), die virtuelle Kno- 
ten und aus den zugehérigen Ordi- 

Abb. 53. Einseitig eingespanntes Zwei-Massen-System. naten Nr und Ny die beiden tieferen 

: Schwingzahlen liefern. 

Will man nun nach dieser Regel ein nicht eingespanntes System behandeln, so muB man 
beachten, daB eine fehlende Feder am Ende (,,Fessel‘‘) gleichwertig ist einer unendlich langen 
Fessel. Fir den Schwinger nach Abb. 53a ergibt sich demnach das in Abb. 53d gezeigte Vor- 
gehen. Man erkennt ohne weiteres den Zusammenhang mit dem in Abb. 53¢c fiir dieselbe Schwin- 
gungsform gezeigten Vorgehen nach Rausch und sieht, daB die beiden Figuren durch eine Pa- 
rallelverschiebung der strichpunktierten Linien auseinander hervorgehen. 

Abb. 54 zeigt schlieBlich noch einen Ver- 

Oy 0, gleich der Verfahren nach Rausch und nach 
Salyi fiir das einfache Zwei-Massen-System. 

b Hier ist das Vorgehen nach Rausch das natur- 
{ gemaBere. Nach Salyi mus man zwei unendlich 

lange Fesseln hinzugefiigt. denken und erhalt 


ie id demgemaB die Abb. 54d. 
Man kann demnach feststellen, daB das Vor- 
O> gehen nach Salyi fir Schwinger mit festgehal- 
eh See F tenen Federenden (Fesseln) etwas itbersicht- 


licher sein mag, wahrend fiir Schwinger mit 
freien Endmassen das nach Rausch das an- 
gemessene ist. Irgendwelche sonstigen neuen 
Gesichtspunkte liegen dem Verfahren nach Salyi 
nicht zugrunde. 

Beide Verfahren, das nach Rausch wie das nach Salyi, lassen sich fiir alle Schwingungsformen 
durchfiihren; sie liefern fiir jede Schwingungsform die genauen Werte der Frequenz und die 


Lage der Knoten. Der MaBstab m(—,) ist fir beide Verfahren derselbe; er wird durch (17.3) 


@2 
angegeben. Wegen eines Beispieles sei auch hier auf Abschnitt 23 verwiesen. 


Abb. 54, Zwei-Massen-System. 


II. Andere zeichnerische Verfahren. 
21. Das Verfahren nach P. Kohn [12]. Das hier zu besprechende Verfahren beruht eben- 


falls auf der Zerlegung des Schwingers: in Ein-Massen-Systeme gemaB Abb. 5b. Es verwertet _ 


die aus der Ein-Massen-Formel folgenden Gleichungen (17.2) jedoch nicht mit Hilfe des Seil- 
ecks, sondern mit Hilfe des Héhensatzes im rechtwinkligen Dreieck. 

Man tragt gemaB Abb. 55a nach Wahl eines Mafstabes m, fiir die Langen und me fiir die 
Massen der Reihe nach Strecken fir die GréBen Op, l,, O,, lp, Og...1,,@, auf. Dann errichtet 
man in den ZusammenstoBpunkten A,, A,... der Strecken ,,Héhen‘* von einer geschatzten 
Lange h. Nun verbindet man A, mit B,, geht rechtwinklig weiter nach der (die Federlange 1, 
darstellenden) Strecke A, A,, die im Punkte K, getroffen wird, verbindet K, mit B,, errichtet 


a 
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wieder die Senkrechte, trifft auf T,, verbindet mit B, und fahrt so fort. Trifft der so konstruierte 
Geradenzug im letzten Punkte Ay,+11 ein, so ist erstens h ein MaB fiir die reziproke Frequenz 
Vz, zweitens teilen alle Punkte K; die zugehérigen Federlangen 1; in die Teillangen 1;_, ; 
und J;,; (die K; bezeichnen also die Knotenpunkte), drittens teilen die Punkte T; die Massen 0; 


in die Teilmassen O;,; und O;;,;. Der MaBstab, in dem h die reziproke Frequenz 1/Vz miBt, 
_ ist wegen der aus (17.1) und (17.2) folgenden Gleichung 


GJ; 
ae = hyp Op = hh, Oy = + 


@* 
m, = ee. Zio 
: | GJp ; ( ) 


Alle diese Behauptungen folgen sofort aus der Geometrie der Figuren unter Benutzung des 
,,Hohensatzes“. 

Trifft man mit dem Streckenzug nach einer ersten Wahl von h nicht in Ay, 11 ein, so muB 
das Verfahren mit einem anderen Wert von h wiederholt werden. So fahrt man fort, bis der 
Streckenzug genau in A»,,) endet. 


gemaB (7.4) 


Ap 


Abb. 55. Verfahren nach Kohn. 


Abb. 55a bezieht sich auf die héchste Schwingungsform eines Drei-Massen-Systems, wo zwei 
reelle Knoten auftreten. AuBer diesem einen Wert h, der zu w,, gehort, gibt es noch einen zweiten, 
der zu w, gehért, und fir den ein virtueller Knoten auftritt, der die zugehdrige Strecke nicht 
innen, sondern aufen teilt. Abb. 55b zeigt die zugehérige Figur. Der Knoten K, liegt nicht auf 
der Strecke /,, sondern er teilt sie auBen; ebenso liegt T, 


nicht auf der Strecke O,, sondern auberhalb. Die notwen- Og 0, 0), 
digen Bezeichnungen sind in die Abbildung eingetragen. aay TS SPST 
In Abschnitt 23 ist der untersuchte Schwinger auch és tet ms 
nach dem Verfahren von Kohn bebehandelt. ; U 
22. Das Verfahren nach R. Dreves [4]. Der Vorschlag ( O; eee, 
von R. Dreves ist einer der altesten. Es wird hier im wesent- ea Wary cer are 


lichen aus diesem Grunde erwahnt, denn das Verfahren ist f | YH 


durch spatere, zweckmaBigere Vorschlage ersetzbar, also 

tiberholt. Abb, 56. Drei-Massen-System. 
Zerlegt wird der vorgegebene Schwinger nach Dreves 

in Ein-Massen-Systeme gemaB der Abb. 7, also nur durch Aufteilung der Langen mit Hilfe der 

Knotenpunkte, ohne Aufspaltung der Massen. Die weiteren Erorterungen fihren wir an einem 

Drei-Massen-System als Beispiel durch (Abb. 56). GemaB der Ein-Massen-Formel gilt dann 

G Jp 2 eGIp that) ) yo Ip (2M) 


: » Ww ’ - 
ly D% 0, Iya oy Ip Oz 
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Op 0, 0, Es miissen also die drei Ausdriicke y,, yo, v3, die jeweils die 


Grobe GJ,/w* darstellen, einander gleich sein: 


ay oe (1, hyo) (lo lae) ey 
¥1=O lio» Yeo=O1 Css) a a ¥3=Ogly.. (22.2) 


Veranderliche betrachtet, geometrische Orter fiir die Lage 
des Knotenpunktes, sogenannte ,,Knotenpunktskurven™, 
und zwar mit Hilfe einer ziemlich umstandlichen graphischen 
Konstruktion. Ihr liegt im wesentlichen der folgende Ge- 
dankengang zugrunde: Erste Knotenpunktskurve ist die 
Gerade y,=l,). Die zweite Knotenpunktskurve wird punkt- 
A, A; weise konstruiert: y, wird als Funktion von /,. mit 1,9 
als Parameter betrachtet; man stellt den Schnittpunkt 
dieser Kurve y5(l.,) mit der Geraden y,=Ogl,. fest. Der 
Schnittpunkt ist ein Punkt der ,,Knotenpunktskurve’. Variiert man nun den Parameter [,o, 


Abb. 57. Verfahren nach Dreves. 


so erhalt man eine Folge von Schnittpunkten der genannten Kurven. Sie bilden eine Kurve 


6) (C) 6) g 
~ ly ly . l3 “7 


Abb. 58. Beispiel nach Rausch. 


¥ (Lo)» eben die ,,zweite Knotenpunktskurve‘'. Diese Kurve ¥(l,9), fiir deren samtliche Punkte 
die Beziehung y3(lz2)=y2(Iz2) gilt, wird mit der ,,ersten Knotenpunktskurve“ y,=Qpl,) zum 
Schnitt gebracht. Die Ordinate dieses Schnittpunktes S, gibt den gesuchten Wert y¥=CJp/w?, 


ihre Abszisse 1) legt den einen Knotenpunkt K, fest, eine Horizontale durch S, schneidet V3 (loo) 


Dreves zeichnet nun, indem er die Langen [,,) und I,, als 


Yee 
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in S2, wodurch der zweite Knotenpunkt K, bestimmt ist. Die Abb. 57 zeigt das Verfahren in 
schematischer Weise. 

Enthalt der Schwinger mehr als drei Massen, dann wird dieses Verfahren schon aufer- 

_ ordentlich miihsam und zeitraubend. Wir verzichten deshalb auf eine ausfihrlichere Erérterung 

und auch auf ein zahlenmaBiges Beispiel. ; 


, Q, (6) 0 ) 
“ey aad be d3 ~" 


Abb. 59. Beispiel nach Salyi. 


23. Ein nach den fiinf zeichnerischen Verfahren der Abschnitte 17 bis 21 durchgefiihrtes 
Beispiel. Um einen Vergleich der genannten Verfahren sowohl hinsichtlich des Vorgehens wie 
auch hinsichtlich der Genauigkeit der Ergebnisse zu erméglichen, werden wir nun einen und 
denselben Schwinger nach allen finf Verfahren behandeln. Wir wahlen daft das schon in 
Abschnitt 10 untersuchte Vier-Massen-System mit folgenden Werten fiir Massen und elastische 


Langen: 2, = 0,36 kg emsec?, ; lL, =100 cm, 
 O; =0,15 ke cm:sec?, L =, soem, bezogen auf GJ,=10°% kg cm? 
QO, = 0,21 kg emsec?, Bari (ems 


0, = 0,09 kg cmsec?, 

Abb. 58 zeigt das Vorgehen nach Rausch, 58a die Anordnung, 58¢ die Behandlung der 
héchsten Eigenschwingung (dritten Grades), 58d die der beiden tbrigen Eigenschwingungen. 
In Abb. 58b ist die Aufteilung der Massen fiir die Schwingung dritten Grades eingezeichnet. 

Abb. 59 zeigt denselben Schwinger in der Behandlung nach Salyi. Wie'wir erwarten, stimmen 
die Ergebnisse tiberein. Beide Verfahren liefern ja die genauen Werte. Die Zahlenwerte sind 
in der Tabelle 8 enthalten. 


a rey ve SS eal | Sy (PAS ee | ee ee Cie Reed 7 
aay Nie hae AOA tesa ae ea aes 
“n Sy hag ee tae a 


Talhah, oh a aD 
i ted BP ee ms Mig re) Mite, fe staat 
LSS af Se ee Pa 

bila, UP i. 
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Tabelle 8. Eigenfrequenzen eines Vier-Massen-Systems, 
ermittelt nach den fiinf Verfahren der Abschnitte 17 bis 21. 


Hig ee hl aoe Kutzbach | Baranow oe Kohn 
IIT Sn ere 0,71 2,65 
SY ON oe @ [sec”+] 685,2 689,2 
Fehler [%] +0,3. +1,0 
eat ee Sy [em] 1,79 (163 1,69 ald 
44 1.0lecet w [sec] 431,5 438,9 444.1 444.3 
‘ Fehler [%] oe —0,5 +0,7 +0,75 
a Sy [em] 8,95 729599 ' 8,0 pe 8397 
=204,1 sec} w [sec] 193 204,3 204,2 203,95 
Fehler [%] —5,5 +0,1 ~ +0,05 —0,3 
co) 0, 0; @; 
ly pa aces 3 


“oe 


Abb. 60. Beispiel nach Kutzbach und Baranow. 


_ Abb. 60d zeigt — fiir die Schwingung ersten und zweiten Grades, da das Vorgehen bei der 
Schwingung héchsten Grades mit dem Verfahren von Rausch tbereinstimmt — die Durch- 
fihrung nach Kutzbach. Man erkennt die veranderten Werte, der Kigenfrequenzen (auch aus 
‘ der Tabelle) und die veranderte Lage der Knoten. Die gefundenen Werte sind Naherungswerte. 
| Man bestatigt noch, daB die Werte fiir die Eigenfrequenzen untere Schranken der wahren Werte 

darstellen. Auch tiber die relativen Fehler gibt die Tabelle Auskunft. 

. Abb. 60c zeigt — wieder fir die beiden niedrigsten Schwingungsformen — das Vorgehen 
* nach Baranow; aus Abb. 60b ist die Aufteilung der Massen fiir die Schwingung dritten Grades 
i und die Zusammenfassung der Massen fiir das neue Drei-Massen-System ersichtlich. Man er- 

kennt, das die Baranowsche Abanderung des Kutzbachschen Verfahrens die Werte der Eigen- 
frequenzen verbessert. Den genauen Verfahren (nach Rausch und Salyi) gegeniiber hat das 


Me 
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Baranowsche Vorgehen den Vorzug der erheblich groBeren Einfachheit, die darin begriindet 
ist, daB es nur mit reellen Knotenpunkten arbeitet. Es ware auch bei mehr als vier Massen 
noch durchfithrbar, wo das Vorgehen nach Rausch oder Salyi nur unter ziemlich groBen Schwie- 
rigkeiten zum Ziele fihrt. — 

In Abb. 61 ist derselbe Schwinger schlieBlich nach dem Verfahren von Kohn behandelt. 


Man erkennt auch hier, daB die niedrigsten Schwingungsgrade — wegen der virtuellen Knoten — 
“zujverwickelten Streckenziigen Veranlassung geben. 


Ill. Rechnerische Verfahren. 


24. Die Vorschlige von H. Wydler [6] und O. Féppl [8]. In den bisherigen Abschnitten 
dieses Teiles C haben wir gezeigt, wie der Gedanke der Aufteilung des Schwingers in Teil- 
schwinger Veranlassung gab, nach zeichnerischen Wegen zu suchen, um die Gleichheit der auf 
der Ein-Massen-Formel beruhenden Ausdriicke (17.2) oder (22.2) herzustellen. Ein zeichnerisches 


Abb. 61. Beispiel nach Kohn. 


Vorgehen ist aber nicht etwa durch eine Notwendigkeit geboten. Der Gedanke der Aufteilung 
‘kann auch in anderer Weise verwertet werden. Dabei sei zunachst erwahnt, da R. Grammel 
die grundlegende Rekursionsformel seines Verfahrens [18], die in (11.6) steckt = Wentest ai 
in der Originalarbeit — nicht so hergeleitet hat wie wir in Abschnitt 11, daB er zur Herleitung 
vielmehr den Gedanken der Aufspaltung des Schwingers in Hin-Massen-Systeme heranzog. 
Man kann also — und die in Abschnitt 6 nachgewiesene Gleichwertigkeit der Gedankengange 
laBt dies ohne weiteres verstandlich erscheinen — auch die Bewegungsgleichungen (samt den 
an sie anschlieBenden Verfahren zur Aufsuchung der Kigenfrequenzen) mit Hilfe des Gedanken- 
ganges der ,,Aufteilung® gewinnen. Das ist im wesentlichen auch der Weg, den O. Féppl wee 
der ja als einer der ersten den Vorschlag einer ,,Aufteilung gemacht hat. A. Wydler, der Be 
zur gleichen Zeit denselben Vorschlag machte, benutzt die Aufteilung nicht zur Herste ung 
der Bewegungsgleichungen (oder von Verfahren, die mit ihnen unmittelbar rie uMNL AT: 
sondern dazu, fir ein Zwei-, Drei-, Vier- oder Mehrmassen- System explizite Ausdricke ‘ass ie 
Eigenfrequenzen und die Ausschlagverhaltnisse herzustellen. Féppl und Wydler eae ui ie es 
verschiedene Arten der Aufteilung: Féppl eine gemaB Abb. 6, wo die Massen und Federn geteilt 
werden, Wydler eine gemaB Abb. 4b, wo nur die Massen aufgeteilt werden. 


rs . ° \ ‘ 
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Fur das Drei-Massen-System gewinnt Wydler 2. B. die folgenden Ausdriicke: 


a) fiir die Kigenfrequenz 


_ | GF (4 CEN ae 24.1 
ace le (1 Vedgede ae) re 
mit an 1 L-4A Le ushien 
gi eee) Be Teche 
und a 6 ; 
1 Shr ae agen 
tae 3 Pe eat 
b) fir die Ausschlagverhaltnisse \ ¥ 
wate A 
u At V427B 51,11 | 
Pia; wee (24. 1b) 
Uys ( eile 1) J : | 
Uy g Me 
Entsprechend gilt fir das Vier-Massen-System mit den Abkirzungen 


Oy ly 
Pat ee a hepa 
ty 0, CRT 


der folgende Ausdruck fiir die Kigenfrequenz: 


_|/ &5e Be: 
OI, II, III = Vi 6, (1 Pine he (24. 2a) 
Dabei ist € eine Wurzel der Gleichung dritten Grades: 
&8§+.K,é*4+ K,&é+ K,=0., 
in der die K; folgende Bedeutung haben: 


IP 
1K = N > 
‘a 1 y 
Ko ag (PeeQ - ty) — My 
* 1 
K, = (1 -Q —u3— Me) — fa +1, 


N = Agta (1 Ag fa) (1 Aa ta) » 
P= Aghs My Ma Ms » 
Q = Ag Mg Mg (1 + Ag) - 


Die Ausschlagverhaltnisse sind bestimmt durch 


77 he Hale Sl ta 
ahs 2 (ee She ni 
Up BNE ee (24. 2b) 
a lie chee, | 


Beim n-Massen-System erhalt man mit den schon angegebenen Abkiirzungen fir py und 
Ay fiir die Eigenfrequenzen den Ausdruck 


“Gp Pats 
Or = Vi = (1+ =e _ (24. 3a) 
wo & Wurzel der Gleichung (n—1)-ten Grades “ 
| prot PEK) pea cae Oe ne eK (24.3) . 
ist. Diese Gleichung entsteht aus den n-2 Gleichungen 
1 1 1 
/s (1+ =) = es + gt 
: : : (24. 3c) 
bt Meg (1 SP =) ea a me ahi old ) ; 
S [EE O} 15 Mn—-1 


die ihrerseits aus dem Gedanken der Aufspaltung folgen. 
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Fiir die Ausschlagverhaltnisse gilt entsprechend 


em (Mi pee 1)... (“=* ~1)— ; (24. 3d) 


My, 


Im Grunde ist, wie man sieht, mit diesen Angaben noch nicht mehr geleistet als mit der Her- 
stellung einer Frequenzengleichung. Denn gerade die Aufgabe der Ermittlung der Wurzeln 
der Gleichung (24.3b) bleibt ja noch zu leisten. Zudem ist das Gesetz, nach dem die Koeffizienten 
K; in (24.3b) aufgebaut sind, ebenfalls nicht angegeben; die Gleichung muB im Einzelfall aus 
dem System (24.3c) erst gebildet werden. Die Wydlerschen Angaben kénnen eher bezeichnet 
werden als eine Anweisung zur Herstellung einer algebraischen Gleichung, die der Frequenzen- 
gleichung gleichwertig ist. Ein eigentliches Verfahren zur Lésung ist in den Vorschlagen nicht 
enthalten. 


Dabei soll jedoch nicht unterlassen sein, festzustellen, daB die Wydlersche Schrift in klarer 


Darlegung eine Fille von Bemerkungen tiber die Eigenschaften der in Rede stehenden torsions- 
schwingungsfahigen Systeme enthalt. 


D. Vergleich und Bewertung der angefiihrten Verfahren. 


25. Der Vergleich von E. Lehr und A. Weigand. Im Teil B und C€ dieses Berichtes wurden 
der wesentliche Inhalt und die gegenseitigen Beziehungen der verschiedenen Verfahren dar- 
gelegt. Nunmekr soll noch kurz auf ihre Brauchbarkeit in den praktisch haufig vorkommenden 
Fallen eingegangen werden. 

_ Ein derartiger Vergleich wurde im Jahre 1936 schon einmal von E. Lehr und A. Weigand 
unternommen. Die Ergebnisse sind im Forschungsbericht FB 676 (herausgegeben von der 
Zentrale fiir wissenschaftliches Berichtwesen iber Luftfahrtforschung) niedergelegt. Zu ihrem 
Vergleich haben Lehr und Weigand herangezogen die Verfahren von Tolle [5], v. Brauchitsch [11], 
Giimbel [1], Geiger [2]. Waimann [22], Wydier [6], O. Féppl [8], Séchting [23], Kutzbach [3], Ba- 
ranow [17], Kohn [12], Dreves [4], Grammel [18], Behrens [16] und Porter [19]. 

Der Vergleich wurde in der Weise durchgefihrt, da der Zeitbedarf (in Stunden) ermittelt 
wurde, der notwendig war, um die Eigenfrequenzen eines Acht-Massen-Systems zu bestimmen. 
Das System bestand aus der Kurbelwelle eines BMW-VI-Motors mit Getriebe und Luftschraube, 
hatte also einen (aus sechs Drehmassen bestehenden) homogenen Kern und zwei Zusatzmassen 
auf der gleichen Seite. Die Daten des Systems waren die folgenden: 


O, 0, ~, G; O, Ox 133 kg cm sec2, 
0,=1,49kgcemsec’, @O, = 189,5 kg cm sec?, 


=, Hh, =1, = 1; = 38,9 em, = 1, = 22.860m, 1, = 28,8 em 
mit J,=294 cm* und G=800000 kg cm~?®. 


Das Ergebnis des Vergleichs wurde in einer Tabelle niedergelegt, die hier wiedergegeben sei: 


Tabelle 9. Ergebnisse des Vergleichs von Lehr- Weigand. 


i 


Verfahren Oy | @e Ws M4 Ws We Wy Zeitbedarf 

sec 1 sec} sec”! | sect sect sec”! sec} Stunden 
iollcmter Ott. ore 538 | 1506 pa Rp | 3115 3850 4395 4820 27 
v. Brauchitsch . . . 536 1503 2390 °| -3130 3840 4385 4810 19 
Giimbel-Geiger . . . 534 1495 = gt ace 2 = — 6 
Waimann. .. . . S465 |) A110. Ml re Sf — — 3 
VEMUNER ao Mp Soe 536 | , 1504 2320) a dlOS 3840 4390 4810 36 
HGPDLa Ae fe 538 =| . 1497 23225 al psi 3850 4390 4815 24 
Sochting 1 4. 538 1505 ioe 3115 | 3848 4385 4815 40 
Kutzbach- Baranow . 52a ee LOUS 2310 3160 3880 4460 4900 6 
Grammel 2... 540-1500 2315 | 3105 3840 4390 4815 8 
‘Behrens: \ sr." 0. 534 | 1500 2315 3115 3840 4390 4815 5 
WPorteriomeiey et oso 541 1535 2400 3315 4385 5520 6680 12 
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26. Kritik und weitere Bemerkungen. Wenn die Tabelle 9 auch einen recht guten Uberblick 
iiber den Zeitbedarf und auch uber die Genauigkeit der einzelnen Verfahren fir das vorgelegte 
Beispiel gibt (so zeigt sie z. B., daB das Verfahren nach Porter far die héheren Frequenzen viel 


zu grobe Werte liefert), so ist sie erstens nicht vollstandig, weil eine Reihe ebenfalls brauchbarer | 


Verfahren fehlen, zweitens mu8 man im Auge behalten, dafs schon durch die Auswahl des der 
Untersuchung zugrunde gelegten Systems bestimmte Verfahren naturgema8 bevorzugt wurden. 
namlich jene, die auf ein System mit homogenem Kern und Zusatzmassen zugeschnitten sind. 
Der Vergleich sagt also nichts tber die Brauchbarkeit der Verfahren in ganz anders gearteten 
Fallen aus. So wiirden z. B. fir ein ,,stark inhomogenes“‘ System das Giimbel-Tollesche Ver- 
fahren oder auch das in Abschnitt 16 beschriebene Biezeno-Grammelsche Iterationsverfahren 
sich vermutlich mit weitem Abstand als die brauchbarsten erweisen. : 

Beschrankt man den Vergleich jedoch auf die praktisch in der Tat sehr haufigen Systeme 
mit homogenem Kern, so erweist sich das Grammelsche Verfahren durchaus als tiberlegen. Es 
ist einfach zu handhaben und sorgfaltig durchgearbeitet; liegen doch sowohl die bendtigten 


Formeln fiir nahezu alle nur denkbaren Motoranordnungen und auch das erforderliche Zahlen- | 


material gebrauchsfertig vor. 


DaB das Verfahren nach Behrens im Lehr-Weigandschen Vergleich so gut abschneidet, liegt 
u. a. daran, daB vorausgesetzt war, die den homogenen Kern betreffenden Kurven (f-Kurven) 
liegen fertig gezeichnet vor. Diese Voraussetzung ist nicht erfillt, falls man auf die Behrenssche 
Veroffentlichung allein angewiesen ist. Allenfalls kann sie als erfullt angesehen werden, wenn 
man die Weiterbildung des Verfahrens durch Frank und Arnold und damit die Kurvenblatter 
dieser Verfasser heranzieht. In diesem Fall kommt man in der Tat rasch zum Ziel. 


SaBen die Zusatzmassen jedoch nicht auf der gleichen Seite, sondern auf verschiedenen 
Seiten des Kerns, so wiirde das Grammelsche Verfahren sich hingegen wiederum tberlegen 
zeigen. Das Vorgehen bliebe namlich nach Grammel im wesentlichen das gleiche, wahrend das 
nach Behrens-Frank-Arnold sich ja nur mittels ziemlich verwickelter Gedankengange tber- 
tragen lat, wobei viel von der Anschaulichkeit verloren geht, die dieses Vorgehen sonst aus- 
zeichnet. Auch wirde sich dann der Mangel an zweckmaBig aufgebauten Tabellen der 6-Funk- 
tionen, die zur Konstruktion der f’-Kurven benétigt werden, stérend bemerkbar machen. 


Die graphischen Verfahren, die im Teil C dieses Berichtes beschrieben sind, kénnen, soweit 
sie genaue Werte liefern, also auch die virtuellen Knoten benutzen miissen (Rausch und Salyi). 
im allgemeinen nur bei Systemen mit nicht mehr als vier Massen mit einem ertriaglichen Arbeits- 
aufwand benutzt werden. Das urspriingliche Kutzbachsche Naherungsverfahren gibt, wie das 
Beispiel in Abschnitt 18 Seite 48 zeigt, oft schlechte Werte. Das Baranowsche liefert dagegen 
recht gute Naherungswerte bei verhaltnismaBig geringem Arbeitsaufwand. 


Bei der Anstellung von Vergleichen mu man zudem bedenken, daf ,,reine‘‘ Vergleiche 
schon deshalb keine absoluten Urteile verschaffen kénnen, weil man sehr oft die Verfahren 
nicht ,,rein‘*, sondern in geeigneten Kombinationen anwenden wird. So bedeutet es z. B. bei der 
Benutzung des Giimbelschen oder Tolleschen Verfahrens eine groBe Hilfe, wenn man Naherungs- 
werte fiir die Eigenfrequenzen schon kennt, damit man die Durchrechnung auf solche Frequenzen 
beschranken kann, die in der Nahe der gesuchten liegen. Solche Naherungswerte kann man 
sich dann z. B. durch das rasch arbeitende Kutzbachsche Verfahren verschaffen, das fiir sich 
allein als nicht zweckmaBig, weil nicht genau genug, bezeichnet werden muB. 


Noch aus einem weiteren Grunde ist ein Vergleich ,,mit der Stoppuhr“ nur bedingt beweis- 
kraftig: Gewohnung und Ubung sowohl an einzelne Gedankenginge wie auch an ein bestimmtes 
Vorgehen kénnen im einen oder im anderen Fall Uberlegenheiten schaffen, die nicht allgemein 
zuzutreffen brauchen. Diese Vorliebe fiir einzelne Gedankengange und fiir bestimmte rechnerische 
oder zeichnerische Besonderheiten ist wohl tberhaupt die treibende Kraft bei der Ausbildung 
der verschiedenen Verfahren gewesen, die nun in so bunter Vielfalt vor uns ‘liegen. 


Diese Verfahren sind hier alle ausfihrlich und hinsichtlich ihrer gegenseitigen Bedingtheit 
und Abhangigkeit dargelegt worden. Damit ist die Méglichkeit geschaffen, im Einzelfall jeweils 
jene Methode auszusuchen, die einerseits der vorliegenden Aufgabe, andererseits dem die Unter- 
suchung Ausfithrenden (seinem Kopf oder seiner Hand) am besten angepaBt ist. 
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Verzeichnis der untersuchten Verfahren und Vorschlage in chronologischer Reihenfolge. 


Abschnitt 
[1] | 1912 E. Giimbel Z. VDI. 56 (1912) S. 1025 10 
[2] 1914 J. Geiger Uber Verdrehungsschwingungen von Wellen, insbesondere 
von mehrkurbligen Schiffsmaschinenwellen. Augsburg 
1914 10 
[3] | 1917 K. Kutzbach Z. VDI. 61 (1917) S. 917 18 
1918 K. Kutzbach Z. VDI. 62 (1918) S. 100 
[4] | 1918 R. Dreves Z. VDI. 62 (1918) S. 588 u. 610 322} 
[5] | 1921 M. Tolle Regelung der Kraftmaschinen. Berlin 1921 10 } 
[6] 1921 H. Wydler Drehschwingungen in BotPenmaschinevanlag en. Berlin 
1921 24 
[7] | 1921 G. Zerkowitz In Wydler, Anhang 6 a 
{8} | 1921 O. Féppl Z. angew. Math. Mech. 1 (1921) S. 367 24 Valk 
[9] | 1921 H. Holzer Die Berechnung der Drehschwingungen. Berlin 1921 10 sie 
[10] | 1921 F. Saf Z. VDI. 65 (1921) S. 67 14 Va 
{11] 1923 E. v. Brauchitsch Z. techn, Phys. 4 (1923) S. 426 10 ys 
{12] | 1926 P. Kohn Maschinenbau 5 (1926) S. 220 21 
[13] 1927 J. Geiger Mechanische Schwingungen. Berlin 1927 14 ; i 
[14] | 1930 | E. Rausch Ing.-Arch. 1 (1930) S. 203 17 ie 
[15] 1930 W. Benz Automobilt. Z. (1930) S. 648 14 Nias: 
[16] 1930 H. Behrens Werft-Reederei-Hafen 11 (1930) S. 55, 141 u. 489; 12 (1931) 14 ret 
[17] 1931 G. Baranow Met. Ind. Herald Moscow 11 (1931) S.60; Z. VDI. 76 Ve 
(1932) S. 184 19 ei: 
[18] | 1931 R. Grammel ‘Ing.-Arch. 2 (1931) S. 228; 3 (1932) S. 76, 277; 5 (1934) one 
S. 23, sowie in Ra: 
C. B. Biezeno und| Technische Dynamik. Berlin 1939 12 Hes 
R. Grammel Ra. 
(19] | 1931 | F. Porter Trans. Am. Soc. Mech. Eng. OGP 53-2 14 oe 
[20] 1932 W. Biber Dissert. T. H. Miinchen 1932 10 Re 
[21] | 1934 W. A, Tuplin Torsional vibrations. London 1934 11 ‘ie 
[22] | 1934 | K. Waimann Z. VDI. 78 (1934) S. 1083 10 aS 
[23] | 1934 | F. Séchting Z. angew. Math. Mech. 14 (1934) S. 878 : 10 i 
[24] | 1935 L. Kalichman Ann. Assoc. Ing. Ec. spec. Gand 25 (1935) 5S. 57 14 
[25] 1935 P. Funk Z. angew. Math.Mech. 15 (1935) S. 113 13/14 
[26] | 1936 W, Behrmann Werft-Reederei-Hafen 17 (1936) S. 41 14 
[27] 1938 L. Collatz und Z. angew. Math. Mech. 18 (1938) S. 186 1183 
Th. Péschl ‘ 
[28] 1938 L, Strunz Die Drehschwingungen in Kolbenmaschinen. Berlin 1938 14 ae 
[29] | 1939 C. B. Biezeno und| Technische Dynamik, Kap. XIII, Abschn. 43. Berlin 1939 16 5 
R. Grammel es 
[30] | 1940 B. Frank Ing.-Arch. 10 (1940) S. 371 15 xs 
[31] | 1942 St. Salyi Ing.-Arch. 13 (1942) S. 104 20 # 
[32] 1943 W. Beck Motort. Z. 5 (1943) 5. 244 18 
[33] 1944 R. Arnold Diss. T. H. Karlsruhe 1944 und ATZ. 47 (1944) S. 95 u. 153 15 
Von Alteren Veréffentlichungen, die hier aber nicht eingebaut worden sind, mdgen noch erwahnt werden: 
— 1902 O. Frahm Z. VDI. 46 (1902) S. 797, 880 
— 1902 A, Stodola Dampfturbinen, 5. Aufl. Berlin ~ 
— 1904 P. Roth Z. VDI. 48 (1904) S. 564 
— 1907 H, Holzer Schiffbau 8 (1907) S. 823, 866, 904 


1 Zitiert nach Lehr-Weigand, Forschungsbericht 676 der Deutschen Luftfahrtforschung 1936. 


(Eingegangen am 16. Oktober 1947.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr.-Ing. Karl Klotier, (17a) Karlsruhe-Riippurr, HegaustraBe 4. 
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Eine einfache vektoranalytische Ableitung der Grundgleichungen 
der Elastomechanik fiir orthogonale, krummlinige Koordinaten. 


Von J. Fadle. 


1. Einleitung. Fiir die Lisung vieler Probleme der Elastizitaétstheorie ist es von Vorieil, 


von einem Cartesischen Koordinatensystem auf ein der Problemstellung angepaBies krumm- 


liniges Koordinatensystem iiberzugehen und auf dieses die Grundgleichungen der Elastomechanik 


umzurechnen. Die Umrechnung kann nach verschiedenen Methoden! durchgefiihrt. werden, — 


die im allgemeinen viel Uberlegungen und einen erheblichen Reckenaufwand erfordern. Nun 


o 


erweist sich die Vektor- und Affinoranalysis als ein Hilfsmittel von groBer Einfachheit und An-— 


schaulichkeit, welches die Lisung vieler schwieriger Probleme miihelos auffinden la8t. Im Laufe 
der Zeit hat dieser selbstandige Zweig der Mathematik eine derartige Vollkommenheit erreicht, 
daB er geradezu als Stenographie der Mathematik bezeichnet werden kann; er hat ein breites 


Anwendungsgebiet besonders in der theoretischen Physik gefunden. In der vorliegenden Arbeit — 


soll gezeigt werden, daB sich auch der Ingenieur bei der Behandlung technischer Probleme mit — 


Erfolg dieses anschaulichen Hilfsmittels bedienen kann, da es eine einfache Darstellung ver- 
wickelter Zusammenhinge gestattet und durch seine Anschaulichkeit besonders die raumliche 
Vorstellung entlastet. ; 


2. Das Raumelement in krummlinigen Koordinaten. Ein Raumpunkt werde durch die drei-_ 


dimensionale Mannigfaltigkeit des Ortsvektors 


t=r (u, v, w) 


in Abhangigkeit von drei veradnderlichen Parametern u,v,w, welche die krummlinigen Ko- 
ordinaten des Raumpunktes hei®en, dargestellt. Setzt man einen der Parameter, z. B. w=konst.. 
so beschreibt der Ortsvektor als zweidimensionale Mannigfaltigkeit bei Variation der beiden 


anderen Parameter u und v eine Flache 
. 


r=f (u,v, ¢) . : 
_ Die Ausgangsgleichung definiert also drei Flachenscharen 


u=konst., v=konst., w—=konst., 


oder in Vektorschreibweise 
t= (a,v,w), t=r(u,b,w), r=z (u,v, ¢), 


die man dadurch erhalt, daS man die Konstanten a,b,c nacheinander verschiedene Werte an- 
nehmen Jaz. 


Die Schnittlinien der Flachenscharen v=konst. und w=konst. werden als u-Linien bezeich- 
net, entsprechend als v- und w-Linien die Schnittlinien der Flachenscharen u—konst. und_ 


w=konst. bzw. u=konst. und v=konst. Hingegen bezeichnet man die orthogonalen Trajek- 
torien der Flachenschar u=konst. als u-Linien, entsprechend als v-Linien und w-Linien die 
orthogonalen Trajektorien der Flachenscharen v=konst. und w=konst. 


Fiir unsere Betrachtungen ist der Fall besonders wichtig, daB® die drei Flachenscharen zu- 
einander orthogonal sind, wodurch die u-, »-, w-Linien mit den u-, v-, w-Linien zusammenfallen. 
Die Ortsfunktionen u,v,w werden dann als orthogonale krummlinige Koordinaten be- 
zeichnet und zerlegen als ein dreifach orthogonales Netz den durch die Abhangigkeit x (u,v,w) 
dargestellten Raumteil in unendlich kleine krummlinige Quader. 


Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen in orthogonalen krummlinigen Koordinaten 


betrachten wir ein durch die Flachenscharen u,v,w und u+du, v-+dv, w+dw gebildetes Raum-_ 


1 Man vergleiche z. B.: Biezeno-Grammel, Technische Dynamik, S$, 42-46, Berlin 1939; Handbuch der 


Physik, Bd. VI, S. 77-81, Berlin 1928. 


\ 


eg 
% 


_linien unter der Wirkung seiner Ober- 


_ Hieraus und vermége der Orthogonalitats- 


A i PAO ; Boy ; 
yas : {oe x 
De yi - 
1 my. Ss ; , ; 
‘ how f 
XVII. Band 1949. Fadle: Eine einfache vektoranalytische Ableitung der Grundgleichungen. 63 
a a ee 


element (Abb. 1) mit den Seitenlangen 
Udu, Vdv, Wdw auf den Koordinaten- 


flachenkrafte und seiner Volumkraft. 
Bezeichnen wir mit fu, %, tw die partiellen 
Ableitungen des Ortsvektors x nach 
u,v,w, so sind die Tangentenvektoren der 
Koordinatenlinien gegeben durch u fiir 
die u-Linie, » fiir die v-Linie, w fiir die 
w-Linie. Darin bedeuten 


a ~ Blige ifs == ae te es (1) 


bedingung 


Abb. 1. Das Raumelement in krummilinigen Koordinaten. 


tuto = 0, tulw=0, % piped) (2) 


‘kommen durch partielle Ableitung nach u,v,w die folgenden Beziehungen: 


dU 
eee iu 
IGE 
uu ly = — Tw tu = — US, 
aU 
uu be = ~~ Taw fu = - U—, 
SLES mt aV 
tov Cu = — Cus to = — at i 
0V 
tov to = V Q (3) 
OV 
Tov Tw a Tow vv — V tb - 
Pe ay aape ts aw 
Tww Cu ayy Cuw tw = — ae 
OW 
Cow fv = — Cow lw = — WwW Aare 
aW 
Eww be = Wo, 


Luv Cw + Cuw te = 0 oy | 
Cow Lu a ee Cuv tw 3 0 > | (3 a) 


Cur tv ae low tu = 


Aus den letzten Gleichungen (3a) folgt aber 
uv tw = 0 P) ; Low Lu = 0 > Cwu tv = 0 5 ' (3 b) 


und das Verschwinden dieser drei skalaren Produkte ist dcr Inhalt des Satzes von Dupin, wonach 
sich die Flachenscharen eines dreifach orthogonalen Systems paarweise in Kriimmungslinien 


- schneiden. Es kommt namlich nach (2) und (3b) fir die Flacken 


Wi konsti fate = Fy =O, tar to 
= Konst.: Letitia == .0 ten ta = My 0" 
P= hOnGie Yalu als = Oe twatty vg =. 0., 


und das Verschwinden dieser beiden Mischprodukte F und M ist gerade die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, da® die Koordinatenlinien Kriimmungslinien sind. Beziebea 


wir also unsere weiteren Rechnungen auf ein dreifach orthogonales Koordinatennetz, 
so zerlegen die Koordinatenlinien als Kriimmungslinien die von ihnen itiberdeckten Flachen in 
gex 


“unendlich kleine Rechtecke und den Raum in unendlich kleine Quader. 


«- 1 Ree EP? ve CSS eet USAR A Pe aR 
: : a Sone SS DRS NN ae cA Ee 
. ee y tah a va VA ite: <a a aude 


fe ty FO Nea 
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Mit (3) und (3a) kénnen wir die zweiten partiellen Ableitungen des Ortsvektors ¢ durch seine © 
Komponenten beziiglich der Tangentenvektoren u, », t» bestimmen. Wir erhalten in bekannter 


Weise mit den Einheitsvektoren u, », » 
uu = (uu) U + (Luu) 9 + (Tu to) to 


Cuu Cu Cuu vv Tuu tw 
Ss Wier V Disa W to 


mit zwei ahnlichen Gleichungen fiir 1 und tw», und 


Tuo = (fut) U + (tuvd)0 + (Luv tv) to 


Faw Boy 4 Eu bw 
axes te 


Cuv vu 
Un ee i 


mit zwei ahnlichen Gleichungen fiir Yu» und fry. SchlieBlich kommt 


aU U atl Ue ath aU aVv 

ie PRL Guta A” i Maris armies uae ert 
Vier aV Vea, aU oW 

Go U ou ene pe W aa Ea hare oy du ee (4) 
WoW Wow aw aVv aw 

EE aE Gy aL ge) 1 Waa oe Oc deol Teas Ae ee 


/ 


3. Die partiellen Ableitungen eines Feldvektors f nach den orthogonalen krummlinigen Ko- 
ordinaten u,v, w. Der Vektor £ sei durch seine Komponenten beziiglich der Einheitsvektoren 
u,v, t» gegeben in der Form ; 
Bilden wir nun die partiellen Ableitungen des Feldvektors £ nach den Koordinaten u, v, w, so 
haben wir zu beriicksichtigen, da®B seine Komponenten 

a=. UL vas = 6,02) an bo (5a) 


Ortsfunktionen von u,v, w sind. Wir erhalten dann mit den Ergebnissen aus (4) z. B. durch 
partielle Ableitung von (5) nach wu 


fie 28 tut os te 4 a tw + By tun + by tuv + bs Luw 

erg an dorminn Mmmm Mra | oar ge ae) 
+ by(Sou+ So) +b (Sou + SE mw) 

=P sade ee ]as [Pe OS, 
+See), 


Entsprechend folgen zwei weitere Gleichungen fiir f, und f,. Mit der Substitution (5a) erhalten 
wir schlieBlich die partiellen Ableitungen von f in der Form 


aE PSE 4p eee (ae tte (ge ae, 


dv du W dw du 
da a, 0V aan0 Vy da a, 0 Vi a, 0V 0a. 
f, a ee ) 4 2 3 ) jp *) 
Gaegenmne wha au | apohe ae o+( We Wad auey ee (6) 
_ (9% a 0W 0 ay a, OW a4 OW ay OW 0 a, 
Bel oa ar sat) Naar = ier tr carteaa | 


Mit Hilfe der Gleichungen (6) sind wir nunmehr in der Lage, die Differentialgleichungen fiir die 


Spannungen und Verschiebungen in krummlinigen Koordinaten miihelos und besonders an- 
schaulich herzuleiten. 


4. Gleichgewichtsbedingungen am krummlinigen Raumelement. Wir betrachten nun das in 
Abb. 1 gezeichnete krummlinige Raumelement, das aus dem orthogonalen krummlinigen Ko- 
ordinatensystem mit den Maschenweiten Udu, Vdv, Wdw gebildet wird, unter der Wirkung 
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seiner Oberflachenkrafte und seiner Volumkraft. Auf das Flachenelement OAD B, welches in 
der Flache w=konst. liegt und durch den Flaichenvektor 


i fw) = —(Uu dux Vo dv) =— UVw du dv 
dargestellt wird, entfallt ein aus den zugehérigen Spannungen gebildeter Kraftvektor 
— Rwy = — [tony t + Tor) 0 + qv] UV du do. 


Das negative Vorzeichen von Sw) soll dabei zum Ausdruck bringen, da der entsprechende 
Flachenvektor jj») in die negative Richtung des Einheitsvektors 1 der w-Linie fallt. Bei den 
Zeigern der Schubspannungen bedeutet der erste Buchstabe die Zuordnung zur Flache w=konst., 
der zweite Buchstabe die Zuordnung zur Richtung des parallelen Einheitsvektors der u- bzw. 
v-Linie. Entsprechend kommen 8) und Sq) und wir erhalten schlieBlich 

— Ru) = — Low VW ut tm) VW + tan) VW w] dv dw, 

— Kw) = — [teu UWut oe) UW + tow) UW w] du dw, (7) 

— ®w) = — [ Ten) UVut Tw) UV dv + ow) U Vw] du dv. 
_ Die gegeniiberliegenden Seitenflachen liegen in Richtung zunehmender Koordinaten auf den 
Flachen u+du, v+dv, wtdw. So entfallt zB. auf das Flachenelement CEGF, das in der 


Flache w+dw=konst. liegt, ein Kraftvektor %jw4d), der nach der Taylorschen Entwicklung 
fiir Vektoren unter Vernachlassigung von Gliedern héherer Ordnung zu 


8 Kw 
R (wo +d) = K(w) He ae. dw stein 


folgt; entsprechend fiir die anderen Flachenelemente. Die Differenz der Kraftvektoren der 
beiden Flachenelemente OADB und CEGF ist somit 


0 Row) dw= d Rwy dw 
dw dw 
Das Raumelement ist dann im Gleichgewicht, wenn die Resultierende simtlicher Krifte 
der Nullvektor ist. Mit der Volumkraft 
B= [Xwut Xv + Xw)v] UVW du dv dw 
lautet die Gleichgewichtsbedingung 


a die = 


SUENa))ie dv siete cad ee dw+%=0. (8) 
Nach der Rechenvorschrift a fiir die nace der Bes Ableitungen eines Vektors erhalten 
wir sofort aus (8) in Verbindung mit (7) die Gleichgewichtsbedingungen fiir krummlinige Ko- 
ordinaten in der Form 


ney VW 
pee Se a tan ON ie ow W sale ! a ++ 


du 
ri) (ZGisoy VW) 
du 


+ [= ow a ]»+ 


W 
nt unt 55 wir! ae [con WS OV | — da voy A Xw) UV] + 


. 9 
ee 20) oy (9) 
+| O(r) ee Wi 
0 (Tiwuy UV) ow : eee Ul e* al 
pie 0, re Me 3 Nr read a 
8(G@mUV) 


+ [ty VS + toy ee at XUV W] »| dudvdw=0. 


Beriicksichtigt man noch die Beziehungen 
: T(vu) = T(uv) > T(wu) = T(uw) » T (wv) = T(vw) Py 
so kommen nach einer einfachen Umformung mit 


dU; , 0 (tj: Ui Ux) 1 (tj UZ Un) 
ty Us 0 uy a5 0 uj U; ea 


[Sat 
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die gesuchten Formeln durch Nullsetzen der Faktoren der Einheitsvektoren aus (9) in der end- | 
giltigen Form 


3 (owVW) oyaig aay Gal E (tuyU2W) 2 (tu) U2V) i 

RRS Vee Bae) ne sy) av 0 w + XyUVW = 0, | 
dU (ow UW) OW 1 [d(towV?W) 0 (Tom V? 2] “a 1 

ote dv a Ov Gu) U dv 1 | du + dw + Xj TVW = 0, ¢ (10% 
aU IV A(GwmUV) 1 fd CwwW?2V) 2 CoV? ) 5 

cond Meareramet pee aw al du cau dv tie Chg 


5. Berechnung der Dehnungen und Winkelanderungen. Wir erteilen nun dem Punkt 0 mit | 
dem Ortsvektor x (u,v,w) aus Abb. 1 eine kleine Verschiebung : 


d= Wu+dd+ ww. eae: | 

Dann geht der Punkt 0 iiber in den Punkt 0’ mit dem neuen Ortsvektor a 
E (u,v, w) = ¢(u,v,w) + 0. (12) | 

Die Punkte A, B, C auf den u-, v-, w-Linien gehen bei dieser Verschiebung iiber in die Punktd 


A’ mit i (apo) ee Owe a 


B’ mit £ (u,v, w) + see Poel (13) | 
Mee wo 0% (u,v, w) 
S, mit U (u,v, w) Awe ems 


wobei die Zuwachse die neuen Seitenlangen des deformierten krummlinigen Raumelementes | 
darstellen, > | 

Die Anwendung der Gleichungen (6) auf die Bildung der in (13) vorkommenden partiellen 
Ableitungen ergibt mit (12) und (11) 


t(ut+A u,v, w) —F (u,v, w) 


nates Au 
wit fe FASE haf Baal pales 
wet le Tele lt et ete ae) tlw ae ta 


oder nach zweckmaBiger Umformung 

Z PANS ARE MORE Come Sly MECHEL, GALLEY Me suele ee 

tu & Tepe aU ane wINEL ec, Pp ena er ee |B. 
Denon. pea i Uae oa er oven ae e 

i . ! Zhe eK, ene v 

ty ie U2 let Pt ae bu ov) ew let WV? se tle (14) 


Ry ok Mopetayrtiarie a Sen Wag eae PME Pee rai cee 
w =< 5 Cu =i 5 » + z : 
t [= wT? Ae ee Pp me [1+ UW Gan, ane a oe 


Aus (14) folgen schlieBlich die Dehnungen als Zuwichse der Vektoren fu, to, Tw zu 


€ al Un (2) aU é w 0U 
(u) Miia Uy fen WW. Oe 
7 


4 Ve eae) age ode 
O) TO SUV da) Ve VI oe” | (14a) 

Re Ter a WA a GAG ae oe oe ! ; 
Eu) UW ae a NG Daa 4 


ath q 
priinglich orthogonalen krummlinigen — 
entsprechenden neuen Einheitsvektoren — 


SchlieBlich erhalten wir die Winkelanderungen des urs 
Koordinatennetzes aus den skalaren Produkten der 
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(unter Vecnachlassigung von Produkten der Verschiebungskomponenten) zu 
—_ tu tw . Tu Te . (+ DEULAG Fo udu. t\ ye 
LONE Te Bee. Fi araeam at Ge U2 ae all Ve aa ue 
Pa ae SOM Uso. he eae 
= oy |@U ws, He Y |, 
und zwei weitere Gleichungen fiir Yiuw) und Yow). Nun ist aber 
ns 
te aeRO gy & 
* doy Oe re 
_und wir erhalten die Winkelanderungen in dcr endgiiltigen Form 
u v 
I E G V2 ()) 
Sey BV dv eee : 
u w 
ile | Cele: Gr) | (14) 
pee) UW dw du : 
v WA 
1 o(+) : or)] 
Beas ig te ADs 
V (ew) del ¥ ERA eet ale 


6. Berechnung der Komponenten des Drehvektors } aus dem Verschiebungsvektor ». Wir 
bilden nun das Randintegral des Verschiebungsvektors » auf der Randlinie des Flachenelementes 
OADB, das auf der Flache w=konst. liegt. Dann ist das Linienintegral h vdr gleich dem 
umrandeten Flachenelement, multipliziert mit der Komponente des Vektors tot » in dieser 
Flachennormalen. Wir erhalten somit 


(Uudu x Vo dv) wot }= UV dude w wot b= ddr. (15) 
Die Ausrechnung dieses Linienintegrals ergibt mit (11) auf den einzelnen Linienelementen die 
ei. Oe bid = aU di, 

lings AD: 3 Vv dv + "(3 Vo dv) du=% Vdv + —* (6 V) dud, 


lings DB: — E Uu du + —*_ (5 Un du) dv] =—w Udu—* (WU) dude, 
langs BO: —v Vodv=—vVdv. 


ZusammengefaBt kommt somit fiir das Randintegral der Wert 


Rs ae 71 
Gidr=|*-(ev)—~-(wU)| dude 
du dv 
OADB 
mit zwei 4hnlichen Gleichungen fiir die Flachenelemente OAEC und OBFC,. Mit 
: vot B= 2d=2[a,u+,04+ 30 
wird folglich 


l = 1 fa@W) aw) 

rete az) ae Ss ie 

1 Sak ean). ae 

9° rot D = Wy = iP | ve Soe ’ (16) 
1 3 1 7 a@V) ied) 

pe Ae Ok ara ae Wigale 


7. Ableitung der Grundgleichungen mit Hilfe der Affinoranalysis. Im folgenden wird gezeigt, 
wie man dieselben Ergebnisse noch kiirzer und eleganter mit Hilfe der Affinoranalysis herleiten 
kann. Ebenso wie ein Vektor als ein solches Gebilde definiert werden kann, das den verschie- 
denen Richtungen des Raumes skalare Gréf®en nach einem in den Richtungskosinus linearen 
Gesetz zuordnet, kann ein Affinor als ein Gebilde nachst héherer Ordnung definiert werden, 
welches den verschiedenen Richtungen des Raumes Vektoren nach demselben in den Richtungs- 
kosinus linearen Gesetz zuordnet. Somit 14Bt sich die in einem Flachenelement eines deformierten 
_ Korpers wirkende Spannung 3 mit Hilfe eines symmetrischen Affinors, dem Spannungstensor © 

als lineare Vektorfunktion darstellen. ; 
5% 
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Gehen wir gleich auf ein orthogonales krummliniges rdumliches Koordinatennetz tber und 
bezeichnen mit 3(u), 8), 3(w) die Werte des Spannungstensors © fiir die u,v,w-Richtungen mit 
den Tangenteneinheitsvektoren u,v,1v, so erhalten wir den Spannungstensor in der Form 

GS=U; Bu) +03 8) + W5 8~) = Uz (UO) + DY Tur) + T(uw)) 
+d; (UT (ou) + ¥ Ow) + W Tw) (17) 
+ 5 (U Tou) + V Two) + 10 O(w)) ; 


Auf jedes Flichenelement dj entfallt eine Kraft djG und auf die Hille F eines Raumteiles V | 


kommt als Hillenintegral ) d{© eine resultierende Kraft, die mit der auf das Volumselement 
entfallenden Volumkraft [ KdV im Gleichgewicht stehen muB. Daraus flieBt die Gleichgewichts- 
bedingung ; om 
$djo+ f PdV=0. “ (18) 
F Vv 

Das Hillenintegral kénnen wir aber nach dem Gaufschen Satz 


Pdjo% = fro 
F V 


in ein Volumintegral umwandeln. Hierin ist V7 der Nablaoperator, % kann beliebig ein Skalar, | 


ein Vektor oder ein Affinor sein, und das Zeichen © lat offen, auf welche Art der Flachenvektor 
dj mit der nachstehenden GréSe multipliziert werden soll. Wir erhalten also aus (18) 


6di6+fuav =fVS+dV=o. 
F Vv Vv 


Da dieses Integral fiir beliebige Raumelemente erfillt sein muB, so muB der Integrand selbst 


Null sein und es wird 


vS6+R=0. 


Um auf einfache Art eine Beziehung fiir 7 S zu erhalten, greifen wir zuriick auf die Divergenz 
eines Vektors als skalares Produkt des Nablaoperators mit diesem Vektor. Fiir orthogonale 
krummlinige Koordinaten kommt 


4 1 0 0 0 
pando = 5 (VW aw) + (WU) + 2 (U Vay) | ‘ 


UVW 
wonach die Werte aj), av), Aw) des Vektors a, mit bestimmten Faktoren multipliziert, nach ihrer 
eigenen Richtung abgeleitet werden. Wenden wir nun den Nablaoperator ebenfalls skalar auf 
den Affinor © aus (17) an, so erhalten wir in Analogie zu a die Beziehung ; 


1 0 ) 0 
TVW le (VW 3) + > (WU Bq) + (UV 800)] ; 


nach welcher die Werte 8(u), 3~), 8(v) des Affinors ©, mit denselben Faktoren multipliziert, nach 
ihren eigenen Richtungen abgeleitet werden. Multiplizieren wir noch mit UVW, so kommt 
schlieBlich 


t) 0) 
UVW (VS+ 8) = 5, (VW 3) + zp (W U8) + =". (UV 8a) +UVWS=0. 


7 


VE= 


Wir titberzeugen uns leicht durch Einsetzen der entsprechenden Werte aus (17), da® wir wiederum 
dieselben Gleichgewichtsbedingungen (9) erhalten. : 

Wenn jeder Raumpunkt mit dem Ortsvektor r eine vektorielle Verschiebung 0 erfahrt, so 
kénnen wir uns unter dieser Verschiebung eine Raumtransformation vorstellen. Ist b eine stetige 
Ortsfunktion, so kann die Verschiebung eines benachbarten Raumpunktes mit Hilfe der Rich- 


tungsableitung als v-+(dry)v dargestellt werden. Ein Nachbarpunkt ¢+dz geht somit iiber in > 


einen Punkt 
etdzy’ =r+dr+v+(dry)v=zx +y+drz(E4 V3»). 


Wir erkennen daraus, da der neue Ortsvektor des deformierten Raumpunktes durch ort B 
und die neue Verbindungsstrecke benachbarter Punkte nach der Verschiebung durch 


dz’ = dz (€+73) (19) 


dargestellt wird. Dabei ist © der Einheitstensor und 7; der Nablaaffinor der Verschiebung. 
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Somit erweist sich die Affinoranalysis als das angepafte Hilfsmittel zur Darstellung einer 
stetigen Raumtransformation, wobei allein aus dem Affinor & +V; durch geschickte Umformung 
der Drehvektor, die Dehnungen und Winkelanderungen ermittelt werden kénnen. Zunichst 
kann jeder Affinor in die Summe aus einem Tensor als symmetrischen und einem Axiator 
als antimetrischen Anteil aufgespalten werden. Beschranken wir uns auf die Betrachtung kleiner 
Verschiebungen, so kénnen wir diese Aufspaltung des Affinors auf folgende Weise durchfihren: 


€+730=€+ Ts(7;v) + Ax(v; 0) ~ [E+ Ax(v;¥)] [E+ Ts(7;)] , (20) 


wobei wegen der Kleinheit der Verschiebungen das Produkt héherer Ordnung Ts(/7;0) A «(/;0) 
vernachlassigt werden darf. 


a) Der Drehvektor. Die Drehung eines Vektors tg um den Winkel y um eine zum Ein- 
heitsvektor e parallele Drehachse wird in Vektorschreibweise durch die Bezichung 


t = (toe) e+ [e x (ty x e)]| cos m + (e Xt) sin 


ausgedriickt (man vergleiche hiezu Abb. 2). In der Affinoranalysis wird gezeigt, daB sich diese 
Drehung durch einen Versor e?+, die Exponentialfunktion des Axiators ge in der Form 


i= ew, (21) 
darstellen 1a8t. Dabei ist y der Drehwinkel und e der ae fs 
Einheitsaxiator des zur Drehachse parallelen Einheits- pee Pe A cs ats 
vektors e. Dee * / mes 

Denken wir uns nun den einen Faktor €+ Ax(V/;) vee (ex cdr 


* 
aus (20) dadurch entstanden, daf die Reihenentwick- ‘ ! 


lung fiir eAls0) WE +Ax(V; 0)+--- wegen der Klein- 
heit der Verschiebungen mit dem zweiten Gliede ab- 
gebrochen wurde, so stellt e4%("3°) den Versor mit 
dem Axiator Ax(/7;») = vs0 dar. Wollen wir noch die 
zu diesem Versor gehérige Drehachse bestimmen, so 
haben wir den Vektor von Ax(V/;0) zu finden; der 
absolute Betrag dieses Vektors stellt dann den Dreh- 
winkel dar. 

Aus der allgemeinen Definition der raumlichen Ab- 
leitungen als Grenzwert eines Hiillenintegrals fiir ab-_ Abb. 2. Vektorische Darstellung einer Drehung 
nehmendes Volumen folgt sofort Cee NENT ARB SEO EN Sic yn cases 


: if 1 a i 1 1 me ew al veaaer a 
A 30) = 173 db — 7; %),] = lim — > (aj; 3— 33d = — Slim + 6 dj xt=— 4 wtd, 
“(V3 %) => 1738 — (73 ¥).] = > lim | O (af f) ae tim 5 
d.h. die Drehachse ist parallel zu rot, und die Drehwinkel um die u,v, w-Achsen folgen zu 
ue, ass 1 et 
oy = utd, @, => v tot B, 3 => Wold. 


Die Aufspaltung eines Affinors in einen Tensor und einen Axiator liefert den Satz von Helm- 
holtz, wouach jede infinitesimale Deformation aus einer reinen Deformation und einer reinen 
Drehung zusammengesetzt werden kann. 


b) Die Drehungen. Wir haben gesehen, da bei der Raumtransformation nach (19) eine 
Strecke dr=3ds iibergeht in dz’ =3' ds’ =8ds (E+/;0). Die dabei auftretende Dehnung ergibt 


sich wieder bei der Annahme kleiner Verschiebungen zu 
ds’—ds dg Rady 3. (dz'—dz)3 


ait ie! aw =3(V;0)8. 
ST ds ds ds po 
Da der Nablaoperator in orthogonalen krummlinigen Koordinaten in der Form 
ian Lato rood eg 
Large Sieh jae ak Saeed a EE 


gegeben ist, erhalten wir weiter 


ee eee 
2, 3 (us. T Tae at We we Be 


rc 


oN 


70 Fadle: Eine einfache vektoranalytische Ableitung der Grundgleichungen. Ingenieur-Archiv — 
ke A ac ise NRA RS S/S eI Se 


Im besonderen kommt fiir die Dehnungen in Richtung der Koordinatenlinien 
? th (0) 
E, = uU (V3 D) u =: a5.) 5 


&, =v (V3 b)v -7(2*0), 


6,= 0(V 30) w= a wo) , 


welche Ergebnisse mit (14a) ubereinstimmen. 


c) Die Winkelanderungen. Wir betrachten nun zwei Strecken dz, =38,ds, und dt,=3,d59, 


welche nach der Deformation iibergehen in 


dz, = 3,ds,(E+V30), dt, = 3,ds,(E+V;%). 


7 ° . , ah, a . ‘ faa ; 
Bilden wir das skalare Produkt der neuen Einheitsvektoren 3, und &, so kénnen wir hierfiir 


wegen der Annahme kleiner Verschiebungen naherungsweise setzen 
a, 8 ~ [8 (E+ 10) [2.(6 +75 )] = 4 (E+ 758) (E473 d)c 8, 
~ §[C+1750+ (73d)e] 3, = 8, [C42 Ts(V3d)] 3 = 3; 84+ 8, 2 T5(V5 B) 42. 


wobei wiederum das Produkt héherer Ordnung (/; 0) (V3 d)c vernachlassigt wurde. Sind im be- ; 


sonderen 8, und 8, zwei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren, so erhalten wir wegen 
3,39=0 die Winkelanderung des urspriinglich rechten Winkels als 


Vie = 81 2 Ts (V3 0) 3, (3132 = 0). 
Schreiben wir noch Ts(V;0) in orthogonale krummlinige Koordinaten um, so kommt 
Laie aly. 8b cane hd bates ae cen bane eo 
Vase Pyle ye hep Oh ge yz Oe et ae ep ca 
SchlieBlich erhalten wir in Ubereinstimmung mit (14b) die Winkelanderungen der urspriinglich 
rechtwinkligen Koordinatenlinien als 


Yu) =U2 Ts(73b)v = ale v) 4 o (us). 
Yow) = 0 2 Ts (730) w= (2% w) 4: ue 
Y(wu) = Ww 2 T5(73B)u =p (22u) +4 (m2) 


8. Zusammenfassung. Im ersten Teil des vorliegenden Aufsatzes werden zunachst die Formeln 


fiir die partiellen Ableitungen eines Feldvektors £ entwickelt, der durch seine Komponenten 


beziiglich der Einheitsvektoren der orthogonalen krummlinigen Koordinatenlinien gegeben ist. — 


Hierauf wird gezeigt, wie man mit Hilfe dieser drei Differentialausdriicke sehr einfach und an- 


schaulich die Grundgleichungen der Elastomechanik herleiten kann. Unterwirft man ein krumm- 


liniges Raumelement einem linearen Verzerrungszustand mit dem Verschiebungsvektor D, SO 
gehen die Seitenlinien gema der Transformation ¢(u,v,w) = y(u,v,w) + auf neue, nicht mehr 
orthogonale Koordinatenlinien iitber. Die Dehnungen in Richtung der alten Koordinatenlinien 
folgen aus den jeweiligen Zuwachsen der Vektoren Yu, f, tw gegeniiber den Ausgangsvektoren 
Luy tv, tw. Die Winkelanderungen wiederum werden aus den skalaren Produkten der Einheits- 


vektoren der neuen Koordinatealinien erhalten, wobei wegen der Kleinheit der Verschiebungen — | 
annahernd U;~U; gesetzt wird. SchlieSlich wird der Drehvektor aus einem Randintegral als — 


Rotor des Verschiebungsvektors » gefunden. 
Im zweiten Teil werden dieselben Ergebnisse mit Hilfe der Affinoranalysis abgeleitet. Hiebei 
werden die Gleichgewichtsbedingungen dadurch erhalten, da® das Hiillenintegral fiir die auf 


die Hille eines Raumteiles entfallende Oberflachenkraft nach dem Gaufschen Satz in ein Volum- 


integral verwandelt wird. Fiir den Deformationszustand werden Drehvektor, Dehnungen und 
Winkelanderungen durch Umformung des Deformationsaffinors €+//;b erhalten. 


(Eingegangen am 27. Oktober 1947.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Johann Fadle, (17a) Karlsruhe, Georg-Friedrich-StraBe 17. 
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Uber die Formianderungen der Balken im elastisch-plastischen Zustand*. 


Von W. Swida. 


1. Einleitung. Die Untersuchung der Biegelinie eines Trigers aus einem elastisch-ideal- 
plastischen Werkstoff wurde von J. Fritsche! auf dem Wege der Integration der Differential- 
gleichung der gebogenen Balkenachse durchgefiihrt. Bei diesem Verfahren missen fiir einen 
unsymmetrisch durch eine Einzellast beanspruchten einfachen Trager auf zwei Stiitzen min- 
destens acht Integrationskonstante ermittelt werden. 

Einen zweiten Weg zur Lésung der Aufgabe bietet die Anwendung der Formanderungs- 
energiesatze, die in den Arbeiten von J. Fritsche®, K. Hohenemser? und des Verfassers* auf- 
-gestellt wurden. 

F. Hartmann? hat ein graphisches Naherungsverfahren angegeben, in dem das Seileck zur 
Bestimmung der Durchbiegungen beniitzt wird. 

In der vorliegenden Arbeit wird eine graphisch-analytische Methode entwickelt, welche sehr 
einfach ist und die Balkenformanderungen mit derselben Genauigkeit zu errechnen erlaubt, 
wie die Integration der Differentialgleichung der Biegelinie oder die Anwendung der Form- 
-anderungsenergiesatze. Diese Methode kann in gewissem Sinne als eine Erweiterung des Ver- 
fahrens von Mohr auf das Gebiet der elastisch-plastischen Deformationen aufgefaBt werden. 

Als Grundlage fiir die Darlegungen nehmen wir das idealisierte Spannungs-Dehnungs- 
diagramm (Abb. 1), das schon in einer Reihe von Arbeiten angewandt wurde. Die Zugrunde- 
legung eines anderen Abhangigkeitsdiagramms zwischen Spannung und Dehnung wirde die 
Lésung des Problems auf erordentlich komplizieren. 


Abb. 1. 


2. Allgemeine Theorie. Es werden folgende Annahmen zugrunde gelegt: 

a) Urspriinglich ebene Querschnitte bleiben auch nach der Biegung eben und die seitliche 
Pressung zwischen den Langsfasern kann vernachlassigt werden. 

b) Jeder Querschnitt hat mindestens eine Symmetrieachse, und diese Achse liegt in der 
Wirkungsebene der auBeren Krafte. 

c) Die Balkenformanderungen sind gering. 

d) Die Zug- und DruckflieBgrenzen bei der Biegung sind gleich. 

AuBerdem sollen der Einflu8 der Querschnittsforminderungen auf die Spannungsverteilung 
sowie der Einflu8 der Schubspannungen auf die GréBe der Formanderungen aufer acht gelassen 
werden. : 

Auf Grund der obigen Annahmen bestimmen wir zunachst die Krimmung der neutralen 
Flache in einem beliebigen Querschnitt. Wir nehmen an, dafi die plastischen Zonen sich fur 
den zu betrachtenden Balkenabschnitt auf beiden Seiten der neutralen Achse gebildet haben 
(schraffiert in Abb. 2). 


* Nach einem Vortrag, gehalten auf der Mathematiker-Tagung in Karlsruhe, Ostern 1947, M tteilung Ill. 
Die anderen Teile des Vortrages s. Ing.-Archiv 16 (1948), S. 221 und 16 (1948), S. 357. Siehe auch Z. augew. 
Math. u- Mech., 25/27, 1947, S. 168. 

1 J. Fritsche, Bauing. 11 (1930) S. 851. 

2 J. Fritsche, Z. angew. Math. Mech. 11 (1931) 5S. 176. 

3 K, Hohenemser, Ing.-Arch. 2 (1931) S. 472. 

4 W. Swida, Ing.-Arch. 16 (1948), S. 221. 

5 Ff. Hartmann, Schweiz. Bauztg. 101 (1933) S. 37. 
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Die Gleichgewichtsbedingungen des linken Balkenteiles (Abb. 2) lauten 


E E ; 
pal = STE ee SF Se LO il 
(Fy—F) 0, = — 4 jf nar ~s (1) 
(F.) ; 
E 
M = (Fykj + Fuku) a+ f sak =(S,+5.) ot Je, (2) 
(F) 7 


Dabei sind F, und F, die Querschnittsflachen der oberen und unteren plastischen Zonen, kg 
und k, die Abstainde ihrer Schwerpunkte von der neutralen Achse, Sy und S, die absoluten 
Werte der statischen Momente der plastischen Zonen in bezug auf die Nullachse, S. das statische 
Moment der elastischen Zone, F, und J. die Querschnittsflache und das Tragheitsmoment der 
elastischen Zone, 9 der Kriimmungsradius der neutralen Flache und o, die FlieBgrenze. 
An der Grenze zwischen der elastischen und plastischen Zone muB die Spannung o gleich o, 
sein. Folglich wird E cad 
Sta. (3) 

Mit Hilfe der Gleichungen (1), (2) und (3) kann man fiir jede beliebige Querschnittsform die 
Lage der neutralen Achse, die Lage der Grenzen zwischen der elastischen und den plastischen 
Zonen (Abstand z) und die Kriimmung der neutralen Flache ermitteln, wenn das Biegungs- 
moment, die Werte o; und E und die QuerschnittsmaBbe gegeben sind. 
Auf Grund von (2) und (3) kann man den Zusammenhang zwischen 1/0 und M folgendermafen — 
darstellen: — Tens, M (4) 
@  E[Je-+(Sp+Su)z] © 
Wenn die plastische Zone nur auf einer Seite der neutralen Achse entstanden ist, dann muB 
man in den Gleichungen (1) und (2) Fy) und Sy oder je nach den Umstanden F, und S, gleich 
Null setzen. Die Gleichung (4) erhalt hierbei folgende Form: 
; es M 5) 

5 EUS) er! 
wobei S die absolute GréBe des statischen Momentes der oberen oder der unteren plastischen 
Zone ist: 
Fiir einen. Querschnitt, der eine waagrechte Symmetrieachse hat, ist 
F)=F.. Dann ist S,=0. Auf Grund von (1) geht die Nullachse in diesem Fall 
durch den Querschnittsschwerpunkt und die Gleichung (4) laBt sich folgen- 


dermaen darstellen : 


1 M ; 
@ 7 EQueaSs). ; (9) 


Unter Beriicksichtigung, daB 


Jo= ex! und : Sea 


sind, findet man fiir einen Balken mit rechteckigem Querschnitt (Abb. 3) 
auf Grund von (2), (3) und (6) 


2=|/3(4-2%), (7) 


=, (8) 


trale Achse und My = = ch? o; das dem FlieBbeginn in den AuBenfasern entsprechende Moment ist. 
Bei elastisch-plastischer Biegung eines Balkens mit Doppel-T-Querschnitt mu8 man zwei 
Falle unterscheiden: die plastische Zone hat sich a) nur in den Flanschen, b) sowohl in den 
Flanschen als auch im Steg gebildet. Fiir den ersten Fall (Abb. 4) ist 
2 Pa c 
SE es Oe eee fell ae eee | eae 
Je= = cz (c—d), S= (4 z*) . 


Setzt man die erhaltenen Werte J. und S in (2) ein und beniitzt (3), so erhalt man folgende 
Gleichung dritten Grades zur Ermittlung von z: 


ee w)#+ “= (1-4) =0. (9) 


COs c 


wobei J das Tragheitsmoment des gesamten Querschnitts in bezug auf die neu- 


— 
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_Daraus folgt 
liked oo 0 Para eH) 
; sip Zz 2 re (cos 3 V3 sin 3). (10) 
Hierbei ist 
3 
#04 
c 


< ; je M3 
| : a) 
Die anderen beiden Lésungen der Gleichung (9) sind hier nicht anwendbar. Der Ausdruck fiir 
die Kriimmung der Biegelinie ist auf Grund von (10) und (3) 


| 


) oO re ——————— > (13) 


: Dy) 5 ; : 
wobei My= Ao das dem FlieBbeginn in den AuBersten Fasern entspre- 


chende Moment und M; = = Ch Gen iste 


Wenn die plastische Zone sowohl in den Flanschen als auch ‘a einem Teil 
des Steges entstanden ist (Abb. 5), so ist 


2 ah inee 
Je des, Sa | (hh) + 5 (2-2). 


Setzt man die erhaltenen Werte J. und S in (2) und (6) ein und beniitzt (3), 
so ergibt sich 


gg |/4 — 
M's 
wobei 
aa Cc h? ee Os 4 dh? 
A 35 (1 7) 4 a, M;=“~o:, 


und J (ebenso wie im vorhergehenden Fall) das Tragheitsmoment des ganzen Querschnitts 
bezogen auf die neutrale Achse ist. 
Die Momente My und M;‘,-die den FlieBbeginn in den d4uBersten Querschnittsfasern und in 
: den auBersten Fasern des Steges bestimmen, sind ‘ 


: 
My; = 7 le h2 B (c d)| ; Mie o. | (h?—hi) 4 eel) : 


Das Grenzmoment, bei dessen Wirkung die Plastizierung sich auf die ganze Querschnittsflache 
ausbreiten wiirde, ist 


(14) 


M, = ~* [c(h?—hi) +-dhi] . (15) 


Das Ausdruck (13) fir die Krimmung gilt, wenn M> Mf° ist. 

Auf ahnliche Weise lassen sich die Werte 1/9 und z auch fir andere Querschnittsformen er- 
mitteln. 

Jetzt entwickeln wir die allgemeinen Formeln zur Bestimmung der Formanderungen von 
Balken im elastisch-plastischen Zustand. 

Wir setzen voraus, daB die Kurve AB (Abb. 6) einen Teil der Biegelinie eines Balkens ist, 
von welchem einige Abschnitte (z. B. AC) sich in elastischem, andere (z. B. CD) in elastisch- 
plastischem Zustand befinden. 

Die Kriimmung der deformierten Balkenachse fir die elastischen, Abschnitte ist 

1 M 

Dae | (16) 
Fur die elastisch-plastischen Abschnitte wird die Kriimmung durch die Formeln (4) und (5) 
bestimmt. Wir nehmen an, daf die Formanderungen gering sind und daB die Koordinatenachse x 


oe 
74. Swida: Uber die Formanderungen der Balken im elastisch-plastischen Zustand. —_Ingenieur-Archiv 
Sie sO hl cha ater onde cana seep See eens ee 


lauft. Fir Balkenabschnitte, die zwei plasti- 
sche Bereiche haben, kann der Winkel dO 
zwischen den in zwei unendlich nahen Punkten 
der KurveA B gezogenen Tangenten folgender- 
mafen dargestellt werden: 


dO eae Le M dx 
Q Q E[Je a (Sp+ Su) z] (17) 
Lae M dx 
EJ [ke + (mp+Mu) 2] ” 
wobei J das Tragheitsmoment des ganzen 
Querschnitts und 
neds neh weg 


ist. 
Wenn die plastische Zone nur auf einer 


Seite entsteht, so ist 
PU Naree  Mpe ese 
E(J-+ Sz) EJ (ke+nz) ° 
wobei n=S/J ist. 
Fir die elastischen Abschnitte ‘ist 
Mdx 
Abb. 6. ; ig a: 
Folglich laBt sich der Winkel @ zwischen den Tangenten in den Punkten A und B fir einen 
Balken mit konstantem Querschnitt folgendermaBen darstellen: 


on gy[L fuer [A+ fag titigg|<ay etn, 09 
(1) (4,/) (4,) 


wobei J; die Lange eines der elastisch deformierten Balkenabschnitte, 1, oder i, die Lange eines 
der elastisch-plastisch deformierten Abschnitte ist. 


Das in der Klammer stehende erste Glied stellt den Flacheninhalt F, dar, der zwischen 
der Momentenkurve fiir die elastischen Teile und der x-Achse liegt. Die Summe des zweiten und 


(18) 


des dritten Gliedes ist der Inhalt F, der Flache, die sich zwischen der reduzierten Momenten- — 


kurve auf den elastisch-plastischen Teilen und der x-Achse befindet. 
Fir diejenigen Abschnitte, innerhalb derer der plastische Bereich nur auf einer Seite der 
neutralen Flache auftritt, sind die Ordinaten der reduzierten Momentenkurve gleich 
M 
ibm eae > (20) 
Fir Balkenabschnitte mit beiderseits der neutralen Flache liegenden plastischen Bereichen 
gilt fir diese Ordinate der Ausdruck 
M 


ke + (my-+ny)2 
Ferner ersieht man aus der Abb. 6, daB 


dd6=xdO 


(21) 


ist. Daraus folgt 
a bod Mxdx Mxdx slesee. all 
b=35 ef Mxdx+). Eo Fy Wome | =z (Se+Se). (22) 
(1;) (4) (1,) 
Das erste in der Klammer stehende Glied stellt das statische Moment S, der Momentenflache 
der elastischen Teile in bezug auf die Vertikale durch den Punkt B dar?. 


Die Summe des zweiten und dritten Gliedes ist das statische Moment S; der zwischen der 


reduzierten Momentenlinie auf den elastisch-plastischen Teilen und der x-Achse liegenden Flache 
in bezug auf dieselbe Vertikale. . 


* Die ersten in der eckigen Klammer stehenden Glieder der Gl. (19) und (22) sind die bekannten Grund- 
formeln des Mohrschen Verfahrens zur Untersuchung der Balkenformanderungen im elastischen Zustand. 


parallel zur urspriinglichen Balkenachse ver- _ 


UT eee rae mee a eter aad tom thd mare, Se Ail he ili ie hy SF CBM Tae. I ~ 
ete Me TMS is, eos hy se 5 Want nee tate SAC ‘ 
m) Nii — oo a2 fo DAs cals ye an er eS es { 


\ 
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Fir einen Balken mit rechteckigem Querschnitt lassen sich die Gleict \ 
folgendermafen darstellen: te Gleichungen (19) und (22) 


ona Mae +) f ~ ait | = (Fe + A), (23) 
(l) (h,) |/3 ae 
"My 
Eeayih Meee uy ee ay (Seu. (24) 
(l,) (l,) ee ; 


_ Die oberen Vorzeichen beziehen sich auf die Balkenabschnitte mit positiven und die unteren 
auf solche mit negativen Momentenwerten. 


Far einen Balken mit Doppel-T-Querschnitt kann man die Werte fir @ und 6 mit Hilfe 
von (11) und (13) wie folgt darstellen: 


1 
es rag [2 [ Maxx) [ vac a eaggey tie Xf [20 | 
(1;) (4) \/ 1+ iva (cos = + 3 sin 3) (a) \ A += 1" 


1 
= ay (Pe + Fe). 


\ l Mf x dx Mp x dx 
ga Ss Mxdx + ——— = 
be 2 J df eae Tes sin 2! i eas 2a | 
4 mrs 5) OY 4 Faget ee 
} 
= EJ (S. = Sx) 


Die Ermittlung der Integrale, die in den zweiten Gliedern der eckigen Klammer in (25) 
und (26) stehen, bietet grobe Schwierigkeiten. 


Eine bedeutende Vereinfachung laBt sich erzielen, wenn man annimmt, da die Krimmung 
der Achse eines Balkens mit Doppel-T-Querschnitt mit ausreichender Genauigkeit so lange 
nach den Formeln fiir elastische Biegung bestimmt werden kann, als der FlieBvorgang sich nicht 
auf die ganze Hohe der Flanschen ausbreitet. Der Fehler in der KrimmungsgréBe, der hierhei 
entsteht, ist duBerst gering, wie dies aus dem unten angegebenen Zahlenbeispiel zu ersehen ist. 


Wir nehmen an, daf fiir den Querschnitt eines Tragers h=40 cm, c=14,4 cm, d=1,25 cm 
und h, =36,7 cm ist, und daB der FlieBvorgang sich unter der Wirkung des Biegungsmomentes M 
auf die ganze Héhe der Flansche ausgedehnt hat. Setzt man M= M; ein, so erhalt man auf Grund 
von (11) oder (13) folgenden Wert fir die Krimmung in dem betrachteten Querschnitt 


1 Os 
. - 1235 EJ’ 
Der Naherungswert der Kriimmung nach Formel (16) ist 
1 Os; 
ec 1192 Ey: 


Die Differenz macht im ganzen 3,6 y. H. aus. Bei weiterer Ausdehnung des FlieBens in den 
Bereich des Steges wachsen die Differenzen in der GréBe der Kriimmung bei Ermittlung nach 
den Formeln der elastischen und der elastisch-plastischen Biegung rasch an. 


Folglich kann in der Mehrzahl der Falle die Bestimmung der Formanderungen der Balken 
mit Doppel-T-Querschnitt mit ausreichender Genauigkeit nach den vereinfachten Formeln 
vorgenommen werden, die man erhalt, wenn man die zweiten in der eckigen Klammer stehenden 
Glieder in (25) und (26) vernachlassigt. Hierbei miissen die ersten Glieder in (25) und (26) nicht 
nur auf die elastisch deformierten Abschnitte, sondern auch auf die elastisch-plastisch geboge- 
nen ausgedehnt werden, solange die plastische Zone nicht die Grenzen der Flanschen iber- 


', schritten hat. 


Es ist leicht zu ersehen, daB in diesem Fall die Formel (25) und (26) zur Bestimmung der 
Formanderungen der Balken mit Doppel-T-Querschnitt vollstandig den Formeln (23) und (24) 
zur Bestimmung der Formanderungen von Balken mit rechu ~kigem Querschnitt entsprechen. 
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Formeln nach Art der Gleichungen (23) und (24) sind sehr leicht auch auf andere Weise 

zu erhalten. Wir wollen voraussetzen, daB die Kurve A B (Abb. 7) einen Abschnitt der Biegelinie 
eines Kragtragers mit recht- 

eckigem Querschnitt darstellt, 

B der am Ende A eingespannt 

ist. Dabei befindet sich der 
Teil CD im elastischen, AC 
und DB im elastisch-plasti- 
schen Zustand. Der Punkt K 


ist ein Wendepunkt. 
Wir bringen im Punkt B 
0 eine vertikale, gedachte Kraft 
P an. Die potentielle Ener- 
gie U;, (Summe der elastischen 
Energie und der Energie der 
eae Restformanderungen) fiir den 
Abschnitt AB ist 


= aex[ fol? 2/34 2) as [react J g(sa3— 3) a]. (27) 
x xg 


Wendet man den Satz von Castigliano! und die Formel von Leibniz fiir die Differentialquotienten 
eines Integrals mit den von dem Parameter P abhangigen Grenzen an, so ergibt sich 


LS was 


Senn 
4X 


My —— dx 


d xs 1 
{i ae oie Lae i 
; Mf 


6= (SH) p07 - Fat 


dx, 2 fa) Po Vis dx, ON 
+ yap [i (3 2)/3+4M)] . — Sap eee 


dX» 9 dx, 5 2M 
niveau es as, [m3(3-2]/3 Nig ed 
: P 


Die letzten vier Glieder des erhaltenen Ausdruckes heben sich paarweise auf, weil M=M,; bei 
x=x, und M=—Mf bei x=x, ist. 

Bertcksichtigen wir, daf fiir einen beliebigen Querschnitt dM/dF'= ist, so erhalten wir 
die Formel (24). Wenn wir im Querschnitt B anstatt der Kraft P ein gedachtes Moment an- 
bringen und in ahnlicher Weise 
vorgehen, so erhalten wir die 


Formel (23). 


Fir einen frei aufliegenden 
Balken ist es bequemer, die 
erhaltenen Ergebnisse. etwas 
umzuformen. Es wird ange- 
nommen, dah die Teile AC 
und DB eines Balkens (Abb. 8) 
elastisch und CD elastisch- 
plastisch deformiert sind. Die 
Kurve AKB stellt eine re- 
duzierte Momentenlinie dar. 
Die Ordinaten der Momentenlinie fir den Abschnitt CD sind 

, 
r heen 
Wir setzen hierbei voraus, daB der Balkenquerschnitt auch eine horizontale Symmetrieachse 
hat. AuBerdem nehmen wir an, daB die Kurve 4 F'B eine Seilkurve ist, die mit dem Polabstand EJ 
fur die als Belastung betrachtete Momentenflache ermittelt wurde. 


Abb, 8. 


1 Siehe die Arbeit des Verfassers im Ingenieur-Archiv 16 (1948) S, 221. 


pire = 
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Die Differentialgleichung dieser Kurve fiir die Teile 4C und DB ist 
dy 


an dt Se 
fir den Teil CD 
CA ae M 
aes dee eke nis,\" (28) 


Da die letzte Gleichung die Differentialgleichung der deformierten Achse eines Balkens im 
elastisch-plastischen Zustand ist, so ist klar, da die Seilkurve AFB gleichzeitig die Biege- 
- linie ist. 
Das Produkt jeder Ordinate y dieser Kurve mit dem Polabstand EJ stellt das Biegungs- 
“moment M’ infolge der Momentenbelastung fiir den dieser Ordinate zugehorigen Querschnitt dar. 
Also wird 


M’ 
¥ = T° (29) 
Man ersieht auch, daB 
dyer’ 
ae SES, ey, 


ist, wobei Q’ die Querkraft fir die Momentenbelastung bedeutet. Die Formeln (29) und (30) 
sind mit den entsprechenden Formeln der elastischen Bie- 
gung identisch. 
. Wir betrachten jetzt einige Falle der Biegung von 
Balken mit rechteckigem Querschnitt. 


3. Elementare Biegungsfalle. a) Balken auf zwei 
Stiittzen mit einer unsymmetrisch wirkenden 
Einzellast! P: Die reduzierte Momentenfliche ist in 
Abb. 9 dargestellt. Setzt man die Ausdriicke fir das. 
Biegungsmoment auf der rechten und der linken Balken- 
halfte gleich dem Moment My, so erhalt man die Abstande 
x, und x, vom linken Auflager bis zu den Grenzen des 

_ elastisch-plastischen Bereichs des Balkens 

Re mall ae). (31) 
Wenn man die Auflagerkraft A’ infolge der Momentenbelastung durch EJ dividiert, so erhalt 
man auf Grund von (30) den Winkel «, den die Tangente an die Biegelinie am linken Auflager 
mit der x-Achse einschlieBbt, 


xy a 
arts a= a : \/ nrg) x) dx ae ai ores 


Eg °1Bs Jol /3- 2Pbx 
sg zs Mfl 
My (l—x) dx * , , q 
ta 2 | Pb rf | ecu “| ¢ | (32) 


s/s ae 4 = Pa a)| a 


1 Mf2l (5 Me / 1 1 3 Myl Me) 12 
==7| P. Ee lee a) +sy|+2™ 2P tae 3 


bX) iM De (eee : 3 Myl al 

Sed Pi ibe oN Pale rid Pa “a jf- 
Bezeichnet man mit Py die GréBe der Belastung, die den FlieRbeginn in den auBersten Punkten 
des gefahrdeten Querschnitts bestimmt und mit P, die Grenzbelastung, die der Ausdednnng 


des FlieBens auf die ganze Héhe dieses Querschnitts entspricht, so ergeben sich Py und P; aus 
den Gleichungen 


ue SMe (33) 
P,ab ah, a M;. (34) 


l 


1 Fin durch eine Einzelkraft symmetrisch belasteter Balken wurde von J. Fritsche mit Hilfe anderer Me- 
thoden behandelt. Z. angew. Math. Mech. 11 (1931) S. 176; Bauingenieur 11 (1930) S. 855. 


ty i os 
‘ 
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wobei M,= seh? Os = = My; das Moment ist, bei dessen Wirkung sich das FlieBen auf die ganze | 


Hohe des Querschnitts ausbreitet. 
Substituiert man in (32) den Wert von My aus (33), so erhalt man 


‘ Prb 
w= a (12—b2), (35) 
dabei ist ag der der Kraft Py zugehorige Winkel. Setzt man in (32) den Wert von My aus (34) | 
ein, so erhalt man 
A Psa" LOka bail 1 3 
Oe Tak ORME 91 a 7 i Tae (36) 


ail 
worin g, der der Grenzbelastung P, entsprechende Winkel ist. Wenn die Last in der Mitte 


des Balkens angreift, so wird 


a, Mf? P 124 ! 

oP Rey (3 2|/3 Frm (32) 
pets , 

hie USN fe (254 
SOP, PR! SPP ; 

Rp hea OEE Ge) 


In diesem Falle ist «;=2a,. Ersetzt man in (32) a durch b und umgekehrt, so erhalt man die 
Formel fiir den Neigungswinkel der Tangente an die Biegelinie am rechten Auflager. 


Auf Grund von (29) ist die Durchbiegung in dem Querschnitt unter der Kraft P 


p Pib\ x72 2 P Mf (a— x) dx 
YR 1 
Gee: AB 21 (« 3 x) / 2-228 | 


| (37) 


= At Ml 
_ Mp (5 MPR Myt_ (au ab 3 Myl Sait weln 
EJ |3 P?ab Tel NYY anil 2Pa te 2 PO He 
Die Durchbiegungen dy und 6,, die den Belastungen Pr und 2 entsprechen, sind 
2 Gls 
o> SrEs’ | | oy Aae 
40 P, a? b? ? 
ie EDEL (32) 
Wenn die Kraft in der Mitte angreift, ist? 
eee PUM eee en ! : 
0= spy [20 (12 r a) \/3 2 My ls (979) 
Perit Pe 
rN | Ca 
é ie 5 P, Ie ae 5 Pele . A , 
1S NOE T SWS ET - ee 


Auf diese Weise ergeben sich die Formeln der elastischen Biegung (35), (35’), (38) und (38’) 
als Sonderfall der Formeln fiir die elastisch-plastische Biegung. 
Die Gleichung der Biegelinie im Abschnitt CK ist 


piel Aree ee bee 2 iat See 
ae Br |4 ag ae (+4) is oa P8E | 


Pe ELE 
| 1 My 


Im Abschnitt K D ist 


ee ort ele wry aaa p My(x—S)dé My (x—8) a8 
Sire Bit Uke? mony, (* 3 *) / Gaet w NS i eo hin i 
< ee : \/s wl f-Pe9| 


Jetzt untersuchen wir die Flache, welche die plastischen Bereiche vom elastischen trennen. 


Setzt man die Momente des au@eren und der inneren Krafte gleich, so erhalt man eine allgemeine 


* Diese Formel hat J. Fritsche auf anderem Wege gefunden. Z. angew. Math. Mech. 11 (1931) S. 176, 


und Bauingenieur 11 (1930) S. 855. 
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_ Gleichung dieser Flachen fir einen Balken mit rechteckigem Querschnitt 


2 2 
Je ae (40) 
_wobei (z) die halbe Hohe der elastischen Zone ist, die dem Moment M entspricht. Da M nur 
_von der Koordinate x abhingt, so stellt (40) bei beliebiger Belastung die Gleichung der zy- 
lindrischen Flache mit zur Ebene der auBeren Krafte senkrecht gerichteten Erzeugenden dar. 
Setzt man an Stelle von M dessen Werte fiir die linke und rechte Halfte des betrachteten Balkens, 
so erhalt man fiir die verschiedenen Werte von P zwei Scharen parabolischer Zylinder 


3 Pb 3h? 
22 4 ae 7 = 0, (41) 
3 Pax 3a 3 h* 
pene arte | x 
Giitce, ake A 0, (42) 


_ Die Flachen (I) und (I’) 
_ (Abb. 10) entsprechen der 
Belastung P= Py, (II) und 
(II’) der Belastung P= P,. 


b) Balken auf zwei 
Stiitzen mit gleich- 
maBig verteilter Be- 
lastung. Setzt man das 
_ Biegungsmoment 


M=— glx =) x 


dem Moment My gleich, 
so erhalt man die Ab- 
_sténde x, und x, vom 


Abb. 10. Balken mit Einzellast. Grenzkurven zwischen dem elastischen und den 


linken © Auflager bis zu : plastischen Bereichen. 
den Grenzen des elastisch-plastischen Balkenabschnittes (Abb. 11) 
l 2 2 My 
me- et V5 as (43) 


Auf Grund von (23) und (24) ergeben sich der Winkel 0, 
den die Tangente an die Biegelinie am Auflager mit der 
Waagerechten einschlieBt, und die Durchbiegung 6 in der 
Mitte der Spannweite zu _ 

1/2 


ye Jere ce 
xy \/3 _ at ae 
My My 
ae (4) 
SMe ast te AEN SS ed 
= 37 | (3 1-2 x,) + o,|/ aes oo ee | the 


; : ae AIRED 
| m,|/ Mr (\/3 ae sa 1) a Z In - pete ; | ; 


Die Belastung qs, die dem FlieBbeginn entspricht, und die Grenzbelastung q; ergeben sich aus 


den Gleichungen: a = M,, (46) 
a 3 My. (47) 
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Aus (43) ist zu ersehen, daB bei q=qy, x= m= ist. In diesem Falle ist der Neigungswinkel 


und die Durchbiegung bei der Belastung gf auf Grund von (44) und (45) 


em peee Teer ARs 
OF = og way Of apa ET 
Setzt man an Stelle von q die Grenzbelastung q; = 12 M,;/l? ein, so Brecht der Bruch 


sores | 
3 ; | 

/ 4 My 
arts 


ql 
4 My 2 
in eine unbestimmte Form 0:0 tber. Auf Grund eines bekannten Verfahrens ist / 
Ara tae qi? 
que ha Easily 
4 M, . 
lim | aA = lim nase! : = 6D p | 
Bear Bag pe bh bain) aha, | a Wig aa we | 
4, Mr 4 Mf . 


Auf diese Weise geht bei Wirkung der Grenzbelastung das zweite in eckigen Klammern in (44) | 
und (45) stehende Glied ins Unendliche tuber. Da die anderen Summanden in (44) und (45) 
hierbei endliche Gr6éBen bleiben, so ist 
lim O=o, lim 6 = 0. 
I-"4s I~, | 


Abb. 12. Balken mit gleichmaBig verteilter Belastung. Grenzkurven zwischen dem elastischen und den plastischen Bereichen. 


Natiirlich haben die letzten Ergebnisse nur bedingten Wert, da die Formeln (23) und (24) nur i 
fiir kleine Formanderungen anzuwenden sind. Es ist aber interessant zu bemerken, daf bei 
q= 11,99 M;/P?, d.h. bei einer Belastung, die sich nur um 0,1 v. H. von der Grenzbelastung ~ 
unterscheidet, die Durchbiegung ql ca 
6 = 0,0588 ET (48) 
ist. 
Diese Durchbiegung ist noch sehr gering, obwohl sie die Durchbiegung unter der Belastung qf 
um das 4,5fache ibersteigt. 
Die Gleichung der Schar der Grenzflachen zwischen dem elastischen und den plastischen | 
Bereichen fir aie verschiedenen Werte von q ist auf Grund von (40) | 
3q x 3 qlx 3h? 
ae 20,¢ =H 2o0,¢ 4 Oe Y (49) 
Die Flachen dieser Schar stellen hyperbolische Zylinder dar mit Erzeugenden, die senkrecht 
zur Zeichnungsebene stehen (Abb. 12). Bei der Grenzbelastung q=q, driickt diese Clerchuns, 
zwei sich schneidende Ebenen J und I’ aus, deren Gleichungen lauten 


Ber ot (50) 


Die Flachen II und II’ entsprechen der Belastung! qy. 


1 Vel. A. Naédai, Der bildsame Zustand der Werkstoffe, S.126. Berlin 1927. 
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In der nebenstehend folgenden Tabelle . 


sind fiir eine Reihe von Belastungsfallen 
einige endgiltige Ergebnisse zusammen- 
gestellt, die leicht mit Hilfe der Formeln 
(23), (24), (29) und (30) erhalten werden 
konnen. In der Tabelle sind folgende Be- 
zeichnungen verwendet worden: 


© der Neigungswinkel der Tan- 
gente an die Biegelinie am 


Ende der Konsole, 


6 die Durchbiegung am Ende 
der Konsole oder in der Mitte 
der Spannweite bei einem an 
den Enden frei aufliegenden 


Balken, 


@, und @, die Drehwinkel der Endquer- 
schnitte,am linken und rech- 
ten Auflager bei einem an 
den beiden Enden frei auf- 
liegenden Balken, 


—@, und 6, die Grenzwinkel und Grenz- 
durchbiegungen, 


Py und qs, die Belastungswerte, die dem 
FlieBbeginn in den gefahrde- 


ten Querschnitten entspre- 


chen. 


4, Einige Biegungsfille, fiir die durch 
elementare Funktionen keine Loésung er- 
halten werden kann. Zu den im ersten 
Teil dieser Arbeit abgeleiteten Formeln 
(23), (24), (29) und (30) zur Bestimmung 
der Formanderungen ist folgendes zu be- 
merken: Die Werte der Formanderungen 
kénnen in Elementarfunktionen nur dann 
erhalten werden, wenn das _ Biegungs- 
moment M eine Funktion ersten oder 
zweiten Grades der Koordinate x ist (kon- 
zentrierte Krafte und Kraftepaare, gleich- 
maBig verteilte Belastung). 


Wird das Veranderungsgesetz von M 
durch eine ganze algebraische Funktion 
von héherem als dem vierten Grade aus- 
gedriickt, so fiihrt die Ermittlung der 
Formanderungen des Balkens auf hyper- 
elliptische Integrale. : 


SchlieBlich, wenn M durch eine ganze 
algebraische Funktion dritten oder vierten 


Grades von x ausgedrickt wird (dreieckige - 


Belastung, parabolische Belastung zweiten 
Grades), so kann man die Lésung der Auf- 
gabe durch elliptische Legendresche Inte- 
grale erster und zweiter Gattung erhalten. 


Einige Aufgaben der letzteren Art wol- 
len wir im folgenden betrachten. 


Formdnderungswerte fiir einige Belastungsfalle. 
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a) Konsole mit dreieckiger Belastung. Das Biegungsmoment in einem beliebigen 
Querschnitt « und der Abstand x, (Abb. 13) 
bis zum Anfang des elastisch-plastischen 
Teiles sind ‘ 


Der Neigungswinkel der Tangente an die 
Biegelinie am Ende der Konsole ist nach 
Formel (23) des ersten Teiles 


xy xy 4 

RLY SF pet exe oe Myf dx eet! Pedx_, eh dx 

o H(, stb aaa aE ae | ES (, ma Lae eet ee 
1 V3— 3y5P : 


Das zweite in der Klammer stehende Integral ist ein elliptisches Hee erster Gattung. 


Abb 13. 


Wir verwenden die Substitution 


a ELA (1 —|/ 3 tg? ~). (54) 


Dann ist 


OME, aa LUG ry peers V3) 


2P >.) sin? 9 ei Os: (55) 


4% 
cos 2 


und der Winkel 0 ergibt sich in elliptischen Legendreschen Integralen erster Gattung zu 


Bye a | EE IS) 2 [P(e —Flow ¥))f- (56) 
3 ; . . 


LS) Vite Prelit 4 


Hier und im folgenden beniitzen wir die bekannten Bezeichnungen fiir die Legendreschen ellip- 
tischen Integrale erster und zweiter Gattung 
By 


us dy 
EA) 0 Sora? (5%) 
. PL 
E(9,,k) = fv — kK? sin?p dy A (58) 
0 


Der Modul des Integrals ist k?=0,933. Die Amplituden g , und @, ergeben sich aus (54), wenn 


man dort x durch x, und I ersetzt, zu 


————— : 
1 4 ° 0 , 

_ = 30° 10°, (59) 

eee 1s Wai a ee ). ‘ (60) 


Die Last Py, die dem Anfange des FlieBvorganges in der Einspannungsstelle entspricht, und 
die Grenzbelastung P;, bei der die Tragfahigkeit des Balkens erschépft wird, ergeben sich aus 
den Gleichungen 


See SEMEN Sioa EN. 2 ae sada se, 
] ? 1 Fl t 
. . i. ; Re = 


Pegg \ 
M —, Fae ’ (51) | 
13 ye 
3 I? 
x, = |/—>3 (52) 


sayin oe (61) | 
Pil 3 
a7 ee ok oy (62) 


wobei M, das Moment ist, das der Plastizierung des ganzen Querschnitts entspricht. 


; 
y 


ADE 
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Bei cS Py ist y= Py und der Neigungswinkel nach (56) wird 


eels 
Of = ToT Ey (63) 


Bei-P= P,-ist g,=0, ae ihe erste in (56) in der Klammer stehende Integral verschwindet. 
Der dem Modul des zweiten Integrals entsprechende Winkel ergibt sich zu 750, 
Nach den Tabellen fir die elliptischen Integrale findet man 


F(,,k) = 0,550. 


Die Gréfe @, des Neigungswinkels bei der Wirkung der Grenzbelastung ergibt sich jetzt leicht 
aus (56) zu 


Pel 
= eeneisg a aa 


Die Durchbiegung am Ende des Balkens ist auf Grund der Formel (24) 


xy 1 HY, ; 1 
nine! Ieee: Mf x dx coed IP Ge 3 Mf ; «dx 
ama ane oO” ne r( 3P dvi Mgt) 3% We rhe i) 
0 oa 0 xy SX 


+ 3 MFP 2P 


Ors 


(64) 


Das in Klammern stehende elliptische Integral zweiter Gattung kann man auch mit Hilfe 
von (54) in die Legendresche Normalform tberfthren. Endgiltig ergibt sich 


Mpl) (Mpt ( Vo 313 Sat TESS : 
= = 3 ( - eed 2 [1 sin? Po tg = — 1k? sin? yi tg — 
1 
— Bleak) + Big] + (1—py) [Pea — Flevt]}) 


Bei P= P, ist 9,=o; und die EIS wird 
Pel 


On ay (67) 

Bei P= Py ist g,=0 und E(qg,,k)=0,503, und die Durchbiegung fir die Grenzbelastung wird 
sy JPA 

5 = 0,127 = — ES (68) 


Man ersieht, daB @ und 6 bei der Wirkung der Grenzbelastung P, ungefahr doppelt so groB sind 
als bei der Wirkung der Belastung Py. Die Formeln (63) und (67) sind die bekannten Ausdriicke 
fir die Durchbiegung und den Neigungswinkel bei rein elastischer Biegung des Balkens. 

Die Gleichung der Biegelinie fir den elastisch-plastischen Teil des Balkens lautet 


I 
Mf (§—«x) d& 


Vi . 
Dy JES 


(69) 


Dabei ist IZE=x und x> x. 
Die Gleichung der Schar der Grenzflachen zwischen dem elastischen und dem plastischen 
Bereich ist Par au 
2 ey ae 
he cio, Pim apar ee’ (20) 
wobei z die halbe Héhe des elastischen Kerns im Querschnitt ist, der der Koordinate x ent- 


spricht. , 


b) Balken auf zwei Stiitzen mit dreieckiger Belastung. Setzt man das Biege- 


moment 
P [Pye 


M=3*— 3p 


dem Moment My gleich, so erhalt man die Gleichung 
3 Mf P 


x3 — [72 4 P 


ag! (71) 


6* 


84 Swida: Uber die Formanderungen der Balken im elastisch-plastischen Zustand. Tngeniede Arohey 


aus der sich die Abstande x, und x, (Abb. 14) 
von der linken Stiitze bis zu den Grenzen 
des elastisch-plastischen Teiles ergeben zu 


Mingo a cos 4 + Tsin 4 ; (72) 

wobei 

Pa pie lh 

QP 

ist. Die dritte Lésung der Gleichung (71), 

X34 TF cos 4 : 
ist hierbei nicht verwendbar. In Abb. 14 
ist unten die reduzierte Momentenlinie dar- 
gestellt. 


Fur den Neigungswinkel « der Tangente 
zur Biegelinie an der linken Stiitze erhalt 
man 


xy 1 x9 
ae Aes My (l— x) dx 
SE es 6 oe 1 AE f Ma-» dx + f M(Q—x)de+ f oe ToeNe 
0 x9 x 3-4 
My 
eo eee Px | 
rs nee P Px iy 
= | (y- ar) ( det [ ($2-Sr) x) dx + (73) 
0 xg ‘ \ 
ee 5 SS x9 ‘ \ x9 
3 Mf dx x dx 
M, Ve l 
+ Mr IE I es 9 My if “i & 9 My P 
e + op A Nth oA hibig 2 


Wir fahren die elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, die in eckigen Klammern stehen, 
auf die Legendresche Normalform tiber. Der Ausdruck unter der Wurzel 1aBt sich mit Hilfe 


von Hyperbelfunktionen folgendermafen darstellen: y 


9 Mri? 21 2x1 Cl P 
Pp tk ve Y 2 Hb ey 2¥ ag Wt 
i — Pet SF = (x4 re ots) | re O15 + (Col Y 43 Gin )|- 
Dabei ist 
27V3 M, 
Col = py 
Ferner beniitzen wir die Substitution 
wee eee? P 
ii ies Co} 3 | LRtg’ > ? (74) 


wobei 


Re \/3 Gof? * an Sin? 
ist. Dann wird 


9 My 1 V3 Res . 
+P SS [2 5 (1 ay Coj 5) sin? 9| tg? sect 5 


und nach einigen Umformungen ergibt sich 


x3 —]? x 4 


: dx 1 
2 ¥5 333 (SSS F ’ k — ’ b) 
a = ag Flop *) =F >4)] 
372 f 
xy /* <=) Lilaegup t : 
x2 . 
x dx. 
ge VER {2 [Rete SP — Ri te B — Elpnk) + E(qy¥)] + 
“ |) ey ge 
OR re 
2 y 
=e (1 ian Gof $) [F(g2, k) —F (91; m)]\ 


| 


| 
z 


ta ints 


‘a ae y yy ANP 
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Dabei ist 
R, = 1—k?* sin? g, , R, = 1—k? sin? g, . 
Der Modul der Integrale ist 

ke = Het co? “) 


Die Amplituden gy, und @, ergeben sich aus (74) durch Ersatz von « durch x, und x». 
Dann erhalt man nach (74) und (72) 


P3125 = 2 are te ( ve =| cos + ats sin + = Coj =| : 

Durch Einsetzen der gefundenen Werte der elliptischen Integrale in (73) ergibt sich 
doen UR 2 1 os AN roe ae Vk 

tg a EJ1\ wt els xy %y) + g (%2— %) b gy (% X) + 


a! c Myfl 1/3 My R- 2 Q 
+ pe (4 x) || EJ | 2Pl ae Mensa 


~ E(pk) + E(p-4) | ! [2 FOHE - coi +) [ Fgh) —P(pyb)]|. 


(75) 


Auf ahnliche Weise kénnen auch die Tangente des Neigungswinkels 6 am rechten Auflager 


und die Durchbiegung 6 an der Stelle von Mmax (im Abstand x= 1/3 von der linken Stiitze) 
in Legendreschen elliptischen Integralen erster und zweiter Gattung ausgedriickt werden: 


Oe eae for ese My 1/3 MylR p P (76) 

Sag ed by. 

~ E (pak) + E(gy-)| + (1-5 601 4) [Pe 8) — Fg 1 
1 
yV3 My (= con x) dx 
: wea 1s Ue GOs Fone ye Cel 
eal I ss! ye nyV3 | 180" 3 * 
He Vee Me 


Myl 1 / MftR- 
x” 


afta V3 — Lee Ven% hoe . x5 (1—V3) —x,5 445 


| Diy ate 5h | 
« {2[/3 Re tg ® — Ry tg + (1/3) Ri tg — |/3 Elgak) +E (pak) + 
+ { 


13-1) Bepv¥)} + [V3 — (14 2614)] [Fk Flpvh)| + 


Dabei ist 4 
Ps = 2are tg | VR 1 (a+ 2652)\, 
R, = |/1—#* sin? Qs - 


Setzt man das maximale Biegemoment 


; { ta 
U w 
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den Momenten My und M,; = > > My gleich, so erhalt man die Belastung, die dem Aniang des 
FlieBvorganges entspricht, and die’ Grenzbelastung 


Pr UABE | (78) 
4 
27 V3 Mr Pe | 
a ighoe ryt ae (79) 
BaP Brist a= xy ae und 9,=2= 3 und aus (75), (76) und (77) ergeben sich leicht die 
bekannten Werte der Formanderungen fir rein elastische Biegung des Balkens 
TEE Teale Bae 
Of = zon > t _ , Se a a 
OLS 180 cis OB Phar ae mag 4 “45 VS ES : 


Wir betrachten jetzt den Fall der Wirkung der Grenzbelastung. Fir P= P, ergibt sich aus (72) — 


eH O21 91, t= 0,831 7 
Weiter erhalten wir 
Gof p=1, PO eters Oley ae Gin = 0. 
Den Ausdruck unter der Wurzel in (73) kann man folgendermafen darstellen: 
fae og hide 9 Mf I? 


21 LeNeaee 
rp, (tt py) (* Fe) 
Dann artet das elliptische Integral 
@ 


f My (l—x) dx 
2M” 
4 ae 


das in (73) steht, in ein uneigentliches aE sae oe Integral 


amy ae = 
2 
Vere) ae) 
aus, dessen Integrand bei x=1 V3 den Wert co erhalt. Nach einer bekannten Methode ergibt sich 
x (yee) . v x 
i (ex) dx Deis pie (23) dx : (ase 
i/( 21 1 | Tae / 
at 


mews) OL Geer gal ae 


4 \3e rae (7s-8) 
_ 1 21 P 1 V3 


oy 


oe ae ree | 


Sas an ot 4 ea 
P ecienin ie 


vst) 


Man kann in ahnlicher Weise beweisen, da® das uneigentliche pseudoelliptische Integral 


das sich aus (76) mit P= P, ergibt, ebenfalls einen unendlich groBen Wert hat. 


| ae arn 4 se 
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Das in (77) stehende Integral — 


S l 
yV3 My SSS CSG dx 
\ By oe i ( V3 ) 
hat eine endliche Grofe. 
Daraus folgt: ' 
limnss 6264.00. lim tg B= 00 limi oon, (80) 
Jee ees [pate jy IRD a 


Natiirlich haben die Ergebnisse (80) nur bedingten Wert im Hinblick auf die Uberlegungen, 
die bei der Behandlung des Balkens mit gleichmaBiger Belastung angestellt wurden. 


Man kann die Ergebnisse (80) auch in anderer Weise erhalten, wenn man die Werte tg «, 
tg 6 und 6, die in (75), (76) und (77) in ausfihrlicher Form angegeben sind, fiir den Grenzfall 
untersucht. Fir P= P, ist k?=1 und die Amplituden sind 


@, = 84°32’, Gs = 9352 9) wnidy~ <p, = 90°: 
Die Differeuz der elliptischen Integrale 
FP (pk) —F (gy), 
die in (75), (76) und (77) steht, artet in diesem Falle in ein uneigentliches pseudoelliptisches 


Integral aus: 
P2 (<-s) P2 
V 1 — sin? Q (e—>0) cos @. cos p 
s (549 


Die Faktoren bei diesem Integral und auch alle anderen Glieder in (75), (76) und (77) haben bei 
P= P, endliche Werte, ausgenommen das Produkt | 


[3 ae (1+ 2601 F)] [Fla — Fle]. 


das die unbestimmte Form 0- © annimmt. 
Die Untersuchung des Grenzwertes dieser unbestimmten Form fihrt zu Null und wir erhalten 
wiederum die Bedingungen (80). 


(Eingegangen am 28. Oktober 1947.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Waldemar Swida, (17a) Karlsruhe, Stuttgarter StraBe 21. 
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Uber eine Formel fiir Gleichdruckgeblise. 


Von W. Richter. 


1, Einleitung!. Von F. Schicht? sind Gleichdruckgeblaise entwickelt worden, mit denen man. 


Druckziffern erreicht, die bedeutend héhber liegen als die der Axialgeblase iiblicher Bauart mit 
ungefahr gleichem Wirkungsgrad. Ein wesentlicher Vorteil des Gleichdruckgeblases liegt in 
seiner billigen Herstellung. Das Schicht-Geblaise erzeugt einen verlangten Druck mit kleinerer 


Umfangsgeschwindigkeit als ein anderes Axialgeblise. Man kann es bei gegebener Drehzabl | 
deshalb im Durchmesser und Gewicht kleiner halten®. AuSerdem macht es wegen der kleinexen 
Umfangsgeschwindigkeit weniger Liarm. Der Schichtsche Patentanspruch ist dadurch gekenn- | 


zeichnet, daB zwischen der Tangentenneigung an die Laufradschnitte (abgewickelte Zylinder- 
schnitte) und den durch die Berithrungspunkte der Tangenten gehenden Kanalquerschnitten 


(Radialschnitte) des Laufrades eine durch eine Naherungsforme] in der Patentschrift angegebene | 


Beziehung gefordert wird. Im folgenden soll diese Beziehung hergeleitet werden. 


2.. Gleichdruck auf einer Zylinderflache im Laufrad. In einer fritheren Arbeit* habe ich 
folgende Aufgabe behandelt: Mit der absoluten Eintrittsgeschwindigkeit cy trete ein Teilchen 
in ein mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ um seine Achse A rotierendes Laufrad ein. 
Die Relativbahn und daher auch die Absolutbahn liege wahrend des Durchgangs durchs Laufrad 
ganz auf der Drehflache ®, deren Achse A ist und deren Meridiankurve die ebene Kurve K sei. 
Die absolute Eintrittsgeschwindigkeit cy liege in einer Tangentialebene an diese Drehflache ®. 
Wahrend des Durchgangs durch das Laufrad sei der Druck konstant, und das Quadrat der 
Absolutgeschwindigkeit sei eine lineare Funktion der auf dem Meridian K der Drehflache ® 
gemessenen Kurvenlange !. Die Komponenten der Absolutgeschwindigkeit c und der Relativ- 
geschwindigkeit tv wurden ermittelt und damit die Absolutbahn und die Relativbahn bestimmt. 


Besonders einfach werden die Ergebnisse, wenn die absolute Eintrittsgeschwindigkeit cy 
parallel zur Laufradachse A und die Drekflache ® ein Drehzylinder Z ist. [hr Meridian ist dann 
die Gerade, auf der cy liegt. Anstatt der Kurvenlange { tritt der parallel zur Laufradachse A 
gemessene Abstand x auf, den das bewegte Teilchen von der durch den Eintrittspunkt 0 normal 

zur Laufradachse A gelegten Ebene hat. Der Halbmesser dieses Zylinders sei R. Beim Durch- 
gang durch das Laufrad hat das bewegte Teilchen daher stets den Abstand R'von der Laufrad- 
achse. Seine Fiihrungsgeschwindigkeit u ist deshalb konstant, liegt stets in einer Tangential- 
ebene des Zylinders Z und steht normal zur Laufradachse A. 


Zwischen den Vektoren der Absolutgeschwindigkeit c, der Relativgeschwindigkeit w und 
der Fithrungsgeschwindigkeit u besteht die Gleichung 


wobei 


u=— Rew 
ist. 


Wenn folgende Annahmen getroffen werden: 


(A) Absolutbahn und Relativbahn liegen auf einem Zylinder Z mit der Achse A und dem Halb- | 


messer R, 
(B) c?=2ax+¢)  (a>0... konstant), 


dann ergeben sich fiir die zur Laufradachse A parallelen Komponenten c, bzw. w, und fiir die ) 


zu ihr normalen, in einer Tangentialebene an den Zylindern liegenden Komponenten cy bzw. 


' Die Anregung zu den vorliegenden Untersuchungen verdanke ich wiederhol 


ten Gespri i | 
F. Schicht in Aubig. Pea aa wane att 


» F. Schicht, ,,Achsialgeblase oder -pumpe zum Férdern von Gasen oder Flissi keiten‘*, Reichspat 
Patentschrift Nr. 633 155, KI. 27c, Gr. 701 vom 5. Mai 1933. HGR aaa ot 


® E. Sérensen, Z. VDI., 83 (1939), S. 925. 
4 W. Richter, Ing.-Arch. 16 (1948), S. 422. 


c=w+u, | qa) 


a $ Ro 
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Wy der Absolutgeschwindigkeit ¢ baw. der Relativgeschwindigkeit die Ausdriicke 


2 2 
Wa eg ip eae) = R a | a 
ar Regie eden, 


Wird der Zylinder Z in eine Ebene abgewickelt, so erhalt man als Abwicklung der Relativbahn 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt die Koordinaten 
RAO a Ro 


eis. a ° Ue & ny 


hat, und dessen Ha lbamenter 


ist. 
Far den Winkel «, den die Relativbahn in jedem ihrer Punkte mit der hindurchgehenden 


_ Erzeugenden des Zylinders Z einschlieBt, folgt daher 


tg a : : a3. : (3) 


_Bedeuten c, den Betrag der absoluten Austrittsgeschwindigkeit, mit der das Laufrad verlassen 


_ wird, und ¢ die achsiale Tiefe des Laufrades, so ergibt die Annahme (B) fiir die Konstante a 


den Wert 


2 2 
° pee cy — ce 
2t 


Nun werde die weitere Annahme getroffen: 
(C) in jedem Radialschnitt (ebener Schnitt durchs Laufrad normal zur Laufradachse) sei die 


zur Laufradachse parallele Komponente ca der Absolutgeschwindigkeit ¢ fiir alle Strom- 
faden gleich gro. . : 


Fir jedes x ist diese Komponente Ca gleich dem fiir cy=wy in (2 ) fiir den Grundzylinder Z 
gefundenen Wert. Bezeichnet Q die in der Zeiteinheit durch einen Radialschnitt des Laufrades 
stroémende konstante Menge, so folgt aus 

Q= Fc, - (4) 


wegen (2) 


oder 
1 


1 
ease = cai 
Q (= ig) Lax Rat’ 
' Wird die fiir positive x stets positive GréBe 


C= 35 (ae ~ F) ) 


20 2 


eingefiihrt, so erhalt man als Liésung der quadratischen Gleichung 


(Ha) ~2(qe) Rot 2ec=0 


’ den Ausdruck 


ax 


Ro 
Wegen C=0 fir F=F, und x=0 hat die Quadratwuizel in (6) das negative Zeichen. 
Damit erhalt man fiir (3) die Form 


= Ro— || R’w?—20C. (6) 


Jere 


tga = 


z 5 |R2o—20C€. 


s { Mie 
r bees : 
t 
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Zwischen dem Winkel « und der Flache F des Radialschnittes, von der ja C abhangig ist, besteht 


also die Beziehung? ASA 
tga = 7 Rol/i— ae. (7) 

Zur Herleitung von (7) ist es nicht nétig, fiir die Absolutgeschwindigkeit ¢ die Annahme (B) 
zu machen. Gleichung (7) driickt namlich nur aus, da in jedem Augenblick die Absolut- 
beschleunigung normal zur Relativgeschwindigkeit steht, was zur Folge hat, daB, wenn der 
ganze Stromfaden auf einem Zylinder liegt, der Betrag der Relativgeschwindigkeit beim Durch- 
gang durch das Laufrad konstant bleibt, daB also weder eine Beschleunigung noch eine Ver- 
zogerung der Relativbewegung eintritt. Das ist aber die Voraussetzung fiir Gleichdruck, wenn 
die Bahn auf dem Zylinder Z liegen soll. 

Gleichung (7) gilt auch fiir andere als in der Annahme (B) angegebene Veranderlichkeiten 
der Absolutgeschwindigkeit c. Natiirlich gelten dann nicht mehr die Gleichungen (2), und die 
abgewickelte Relativbahn ist dann kein Kreis. 

Wird die Wurzel in (7) in eine Potenzreihe entwickelt, die konvergiert, weil wegen cxS wy 


aa <1 ist, so erhalt man 


l 2G, 1 G; ae pace ee) > (yer) 
Rw Ro 2 mo) 2\ Ro 8 \ Ra 


sicher 


Durch Abbrechen nach dem zweiten Glied ergibt sich fiir (7) die Naherungsformel 
F C Sack 2 ae 
tga=G Ro(l-so)> (7a) 


die etwas zu grobe Werte liefert. 


Wird (6) in der Form 


4% = Rw(1-|/1- Be) 


geschrieben, darin die Wurzel wie oben in eine Potenzreihe entwickelt und diese nach dem 


zweiten Gliede abgebrochen, so erhalt man » 
Pati Ae 
Rove eRe 
womit (3) in ‘ 
Ro— + Ro = € 
tg a = Sr a (7b) 
Pro, Gee 2 pe C2 
Bey (69) = R2 aa a 


iibergebt. Diese Formel ist die im Stammpatent enthaltene Beziehung? zwischen « und Q. 
Man kann (7b) auch in der Form 
Cc 
F ne R2 @ 
Row ———————— 
Q / aa 
(on 
schreiben. Wird hier der Nenner in eine Potenzreihe entwickelt und der Bruch ausdividiert, 
so erhalt man 


sn=-G Ra (l—-ni) fe EGE HES BSE | 


Daraus ist zu ersehen, das die Naherungsformel (7b) etwas gréBere Werte als (7a) ergibt. Die 
GréBenordnung der Unterschiede zeigt das im vierten Abschnitt durchgefiihrte Beispiel. 


tga= 


3. Das Schichtsche Gleichdruckgeblise. Wird in (7) R durch einen anderen Wert r ersetzt, 
so ergibt 


tg a= ze rol/ 8 
; ae () 
eine Beziehung zwischen den Winkeln «, unter welchen eine auf einem Zylinder mit dem Halb- 


messer r liegende Kurve in jedem ihrer Punkte die Zylindererzeugende schneidet, und dem 


‘ Zum gleichen Ergebnis kommt auch E. Sérensen in einer schriftlichen Mitteilung an F. Schicht. 


* Nach Mitteilung von F’, Schicht hat bei der Herleitung dieser Formel E. Treffiz mitgewirkt. 


‘ 

- 

on : 4 
~ ae 
Api: Soe 
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Flicheninhalt F' des zugehoérigen Radialschnittes. Dieser Festlegung liegt die Annahme 2u- 
-grunde, da 


(D) in einer gewissen Umgebung des Grundzylinders, dessen Halbmesser R war, die Teilchen 
sich angenahert auf Zylindern mit dem Halbmesser r bewegen. 


Auf diesen Zylindern ist die Gleichdruckbedingung nicht mehr erfiillt, weil im Ausdruck fiir c, 
der Halbmesser R des Grundzylinders auftritt und damit der Verlauf der Flacheninhalte F der 
Radialschnitte bestimmt wurde, wovon wieder die in (8) auftretende GréBe C abhangt. 


Beim Schichtschen Gleichdruckgeblase wird anstatt (8) die aus (7b) hervorgehende Formel 


ro— G 
tga = a= (8 a) 
ae C 


verwendet. 


Zur Bestimmung der Schaufelform fiir’das Laufrad gibt es zwei véllig gleichberechtigte 
Wege, auf die die Patentschrift auch ausdriicklich hinweist. 


Erster Weg: Auf dem Grundzylinder wird eine entsprechende Kurve als Schaufelschnitt 
_gewahlt. Diese Kurve ist noch weitgehend willkiirlich. Durch ihre Wahl ist das Gesetz fiir die 
Abhangigkeit des Quadrates der Absolutgeschwindigkeit c von x festgelegt und kann daraus 
z. B. graphisch mit Hilfe der Hodographen fiir die Absoluthewegung und die Relativbewegung 
ermittelt werden. Iasbesondere erhalt man die Annahme (B), wenn der Grundschaufelschnitt 
bei der Verebnung des Grundzylinders zu einem Kreisbogen wird, aus dem man a und cy, be- 
stimmen kann, wenn die Winkelgeschwindigkeit @ willkiirlich vorgegeben wird. Mit diesen so 
ermittelten Konstanten ergibt (2) den Verlauf von c, und daher (4) fiir eine gegebene Menge Q 
den Verlauf von F. Die Formen der Nabe und der festen Begrenzung des Laufradkanals sind 
nun so zu wahlen, da die Flache jedes Radialschnittes den jeweils ihr zugehérigen Wert von F 
annimmt und da der Grundzylinder tatsachlich Trager eines Stromfadens wird. Das ist sicher 
der Fall, wenn entweder die feste Begrenzung des Laufradkanals oder die Nabe dieser Grund- 
zylinder selber ist. Fiir jeden andern Zylinder mit dem Halbmesser r ergibt (8) die Winkel, 
unter denen der auf ihm liegende Schaufelschnitt die Zylindererzeugenden schneidet. 

Zweiter Weg: Es kann ein entsprechender Verlauf des Laufradkanals weitgehend willkiirlich 
gewahlt werden. Dadurch ist die Flache F des Radialschnitts als Funktion von x bestimmt. 
Auf einem Grundzylinder mit dem Halbmesser R, auf dem nach der Form des Laufradkanals 
ein Stromfaden zu vermuten ist, wird durch (7) der Grundschaufelschnitt bestimmt. Die auf 
anderen Zylindern liegenden Schaufelschnitte liefert dann wieder (8). 


_ Wie aus den Scharen der Schaufelschnitte, die ja nur bis auf Drehungen um die Laufrad- 
achse bestimmt sind, die Laufradschaufel selbst aufgebaut wird, entscheiden Festigkeits- und 
Fertigungsiiberlegungen. 


Besonders bewahrt hat sich der Laufradkanal, dessen feste Begrenzung den Grundzylinder 
selbst bildet, weil in dessen unmittelbarer Nahe die Strémung noch nicht zu weit von Zylinder- 
flichen abweicht und des groBen Halbmessers wegen dort ein betrachtlicher Teil der Menge Q 
hindurchstrémt. 

Durch Zerschneiden der Laufradschaufeln — bis fiinfreihige Laufrader wurden ausgefiihrt, 
fiir hohere Druckziffern biirgerten sich zweireihige ein — und gestaffeltes Versetzen der ein- 
zelnen Stiicke gegeneinander auf dem Laufradumfang hat man gute Erfolge erzielt. 


4. Beispiel. Die Eintrittsgeschwindigkeit c)=2 m/s sei parallel zur Drehachse und wachse 
bei der achsialen Tiefe t=0,10 m des Laufrades gemaB der Bedingung (B) auf den Wert ce=4 m/s 
an. Daraus ergibt sich die Konstante a=60 m/s*. Der Halbmesser des Grundzylinders sei 
R=0,40 m. Die Drehung geschehe mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit @=10s~*. Wenn 
in der Zeiteinheit die Menge Q=0,8 m?3/s durch das Laufrad strémen soll, so ist durch (2) der 
Verlauf von cy, und damit fiir jedes x die Flache F des zugehérigen Radialschnittes gegeben. 
Abb. 1 zeigt drei Méglichkeiten, den Laufradkanal zu gestalten. Bei A ist die Nabe Grund- 
zylinder, bei B bilden die mittleren Kreise der Radialschnitte den Grundzylinder, und bei C 
ist die feste AuBenwand des Laufradkanals Grundzylinder. Diese letzte Form wird in der Praxis 
bevorzugt. 

Der Schaufelschnitt auf dem Grundzylinder ist durch (7) oder (7a) bzw. (7b) bestimmt. 
In Abb. 2 wurden alle drei Formeln beniitzt, um den Grad der Naherung zu zeigen. Uber der 


up : fas Pr eAL: + 


Uber eine F 


me at 
ormel fiir 


—— oe eo ee ES SS - 


Abb. 1. Drei Méglichkeiten fiir die Form des Laufradkanals. i Sea 

A... Nabe ist Grundzylinder. ; 

B ...Mittlere Kreise der Radialschnitte liegen auf dem * 
Grundzylinder. 


C ... Gehause ist Grundzylinder. 


der Formel (7) entsprechenden Kurve I liegt die der Formel (7a 
mn noch tiber dieser die der Formel (7b) entsprechende Kurve III. 

In Abb. 3 ist schlieBlich die Schar der Schaufelschnitte n 
Diese Abwicklungen der zylindrischen Schaufelschnitte sin 


) entsprechende Kurve Il und 


ach (8) fiir verschiedené r gezeichnet. _ 
d keine Kreise. Fir 1<2 C/r?@ gibt 


a 8 


ae 
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(8) keine reellen Werte fiir tg « mehr. Die entsprechenden Endpunkte der Schaufelschnitte liegen 
jedoch auBerhalb der aus Abb. 1 ersichtlichen, fiir die Konstruktion des Laufrades notwendigen 
Bereiche. Die in Abb. 3 gestrichelt gezeichnete Kurve A (C) begrenzt den Bereich, der fiir die 
in Abb. 1 A (C) angegebene Form des Laufradkanals gebraucht wird. 


t=010m +! t=0170m 
Abb. 2. Schaufelschnitt auf dem Grundzylinder (R=0,40 m). Abb. 3 Abgewickelte Schaufelschnitte auf Zylindern 
KurveI ... Formel (7). mit verschiedenen Halbmessern r nach Formel (8). 


Kurve II... Formel (7a) 
Kurve III . .. Forme] (7b) 


5. Zusammenfassung. Von einigen einer friiheren Arbeit entnommenen Formeln ausgehend, 
wurde die eindimensionale stationére Gleichdruckstrébmung entlang eines Stromfadens an- 
gegeben, der sich ganz auf einem gleichférmig um seine Achse rotierenden Zylinder befindet. 
Als Ergebnis wurde eine Beziehung zwischen der Flache des Radialschnittes durch einen Punkt 
und zwischen dem Winkel erhalten, unter dem die Zylindererzeugende im betreffenden Punkte 
von der Relativbahn geschnitten wird. Fiir diese Beziehung wurden zwei Naberungen an- 
gegeben, von denen die eine bei der Konstruktion der Schicht-Geblase verwendet wird. Durch 
eine rein formale Erweiterung der fiir diesen Grundzylinder gefundenen Ergebnisse wurde ein 
Verfahren erhalten, nach dem diejenigen Kurven ermittelt werden konnen, in denen die Lauf- 
radschaufel eine beliebige mit ihr koachsiale Drehzylinderflache schneidet. 

Es wurde gezeigt, daB beim Schicht-Geblase von einem weitgehend willkirlich angenommenen 
zylindrischen Schaufelschnitt oder von einer weitgehend willkiirlich gewahlten Form des Lauf- - 
radkanals ausgehend die Schaufelform-ermittelt werden kann. 

Gleichdruck herrscht im Laufrad genau nur auf einer der mit dem Laufrad koachsialen Dreh- 
zylinderflachen unter den bei den Herleitungen als solche gekennzeichneten Annahmen fir cine 
verlustlose Strémung um unendlich diinne Schaufeln. 


(Eingegangen am 29. November 1947; das Manuskript lag in ahnlicher Fassung 
schon am 21. August 1944 vor, ist jedoch in der Druckerei verbrannt.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. Wilhelm Richter, (22a) Duisburg, Karl-Lehr-StraBe 2. 


94 Riegels: Das Umstromungsproblem bei inkompressiblen Potentialstrémungen (II). _Ingenieur-Archiv 
eee ee eee Me 


Das Umstrdmungsproblem bei inkompressiblen PotentialstrOmungen. 
(II. Mitteilung) 


Von F. Riegels. 


1. Einleitung. Die klassische theoretische Hydro- und Aerodynamik behandelt das Um- 
stromungsproblem der ebenen inkompressiblen Potentialstrémung meist durch konforme Ab- 
bildung. Vom Standpunkt des Ingenieurs aus ist es aber anschaulich und vielfach auch zweck- 
maig, das Stromungsfeld um einen Kérper aus einfachen Singularitaten auf der Oberflache 


oder im Innern des Korpers aufzubauen. Beschrankt man sich auf schlanke Koérperformen, so — 


vereinfacht sich das Problem dadurch erheblich, da®B nurmehr eine Singularitatenverteilung 
langs einer geraden Strecke von der Lange der gréBten Sehne des Korpers notig ist. Birnbaum, 
Glauert, Munk u. a. haben diese Methode mit Erfolg bei diinnen ebenen und gewélbten Platten, 
wobei nur Wirbelverteilungen auftreten, benutzt. Eine Erweiterung auf Kérper endlicher Dicke 
ist durch Hinzunahme von Quellverteilungen méglich. In einigem Abstand vom Kérper konnten 
Pistolesit und Keune? auf diese Weise das Strémungsfeld angeben. Die Ausdehnung der Theorie 
auf die Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung am Kérper selbst gelang aber erst in den 
letzten Jahren durch Arbeiten von Helmbold und Keune® und des Verfassers*. Da diese letzteren 
Arbeiten teilweise nicht veréffentlicht sind und die Theorie durch den Verfasser inzwischen 
noch etwas ausgebaut wurde, sei ein kurzer Bericht iber den gegenwartigen Stand dieser Me- 
thode gegeben. Beziiglich des grundlegenden symmetrischen Problems sei dabei auf die kirzlich 
an dieser Stelle> gegebene ausfiihrliche Darstellung hingewiesen. 


2. Grundlésung fiir die ebene Wirbelschicht auf einer geraden Strecke von der Linge I. Die 
x-Achse sei von x=—I/2 bis x=-+1/2 mit Wirbeln belegt. Die von dieser Wirbelverteilung y(x) 
erzeugten Geschwindigkeiten wy normal zur x-Achse (positiv nach oben) lauten 


: +42 Ue 
x , 
eaters (oe dX. (1) 
—1/2 
Bei vorgegebenen Normalgeschwindigkeiten liefert diese Integralgleichung die Zirkulationsver- 
teilung y(x). Zu ihrer Bestimmung ist es zweckmaBig und tbersichtlich, die belegte Strecke 
durch die einfache konforme Abbildung 


ae 2) 


auf einen Kreis abzubilden und in der ¢-Ebene statt in der z-Ebene zu rechnen. Mit ¢ =(l/2) e'?. 
ergibt sich fir den Ubergang auf den Kreiswinkel » die Beziehung 


l 
x =| cos Y. (3) 


Die Geschwindigkeit wy normal zur Platte geht dann tiber in die Geschwindigkeit w, normal | 


zum Kreise 


dz Miok : 6 
ge| = wy sin Q. (4) 
Damit fihrt die oben vorliegende Aufgabe, die Zirkulationsverteilung zu bestimmen, auf die 
bekannte Randwertaufgabe der Potentialtheorie am Kreise. Normal- und Tangentialgeschwin- 


Wr = Wy 


1 E. Pistolesi, Acta Pont. Acad. Scient. 1 (1937) S. 57. 
> F. Keune, Jahrbuch 1938 der deutschen Luftfahrtforschung I S. 3. 


° H. B. Helmbold u. F. Keune, Beitrage zur Profilforschung. Lufo 20 (1943) S.77 und F. Keune, Aero- 


dynamische Berechnung systematischer Fliigelprofile. Techn. Ber. 11 (1944), (nicht verdéffentlicht). 

* F. Riegels u. H. Wittich, Zur Berechnung der Druckverteilung von Profilen. Jahrbuch 1942 der deutschen 
Luftfahrtforschung I S. 120, und 

F. Riegels, Techn. Ber. 10 (1943) S$. 13 (nicht veréffentlicht). 

° F. Riegels, Ing.-Arch. 16 (1948) S. 373. 

8 sin —~ schreiben wir absichtlich ohne Betragstriche und bringen damit zum Ausdruck, da w, im Intervall 
0<y <2 am Kreise nach innen, im Intervall 7 <gy <2 nach aufen gerichtet ist, falls wy eine Abwirts- 
geschwindigkeit ist. t 


es 
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' 
digkeiten am Rieke kénnen danach aufgefaBt werden als Imaginar- und Realteil ein und der- 
selben — auferhalb des Kreises regularen — analytischen femkiion. Bei vorgegebenen Normal- 
geschwindigkeiten w, am Kreise lauten die zugehérigen Tangentialgeschwindigkeiten 


20 


1 — , 
: | Wp = — af wr ctg tt dy + const. : (5) 


‘Schreiben wir vor, dali bei x=1/2, das ist bei y=0, ein Staupunkt liegen bzw. elatter AbflufB 
herrschen soll (w,=0), so ist die Konstante durch den negativen Wert des Integrals bei p=0 
bestimmt. Es ergibt sich dann = 


20% 


We = <ae fm (ctg 2 (cael ctg ) dy’ . ? (6) 
0 


Gehen wir umgekehrt wie in (4) auf die RuNhee zuriick und ftihren wir w, aus (4) ein, so er- 
halten wir ; 


3 es ete UP 
ee sin ~ (7) 
2.96 
yi 1 see y—% P\ aco! 
+ sign [ wy sin (ctg 5 ctg 9 )dy 5 (7a) 
0 


“ 


Diese Gleichung liefert uns wegen 
y= 2 Ws (8) 
die gesuchte Wirbelverteilung. 


Der Vollstandigkeit halber seien hier noch die entsprechenden, im Schrifttum bekannten 
Lésungen in x angegeben!. Sie lauten 


(9) 


\ 
In diesem allgemeinen, der Gleichung (5) entsprechenden Fall geht y(x) bei x=—I/2 sowohl 
als auch bei x=+1/2 nach unendlich. Um bei x=1/2 einen Staupunkt zu erhalten, mu eine 
weitere Zirkulation iiberlagert werden. Damit ergibt sich der interessantere Fall mit verschwin- 


dender Wirbelstarke bei x=1/2: 


ip 
l—2 x p LD od. 
"ae ® 2 eae (2) [ie a Bs (19) 


Die Identitat beider Darstellungen Abe ohne weiteres, wenn man beachtet, das ganz all- 


gemein die Beziehungen 


y—y ___—s sing’ +sing l 
ole 2 cos gy’ — cosy ’ (it) 
2 . F sing! dg’ A 
1 , Y—P oe ase sin vA pW 
sz f flys 5* dp Ly IP) eae [tir fle) =-faa—y)], (12) 
0 


On: iG ) etg * 


gelten. Ist namlich, Wy in (1) als an der x-Achse stetige Abwartsgeschwindigkeit gegeben, so ist 
f(y) =wy sin gy’ =wr eine in bezug auf p=0 und aw ENS Funktion, und aus (12) folgt unter 
‘Beachtung von (3) die Identitat der beiden allgemeinen Lésungen (5, 7, 8) und (9). 


cos gy’ — cos 


Brae | igh cf [far f(p)=fl2x—9)] (13) 


‘ 


1 Vel.z. B. A. Betz, Beitrage zur Tragfliigeltheorie. Diss. Gottingen 1919, oder Fuchs-Hopf, Aerodynamik, 
Bd. II. Berlin 1935. 


Zum Schluf® dieser allgemeinen Betrachtungen wollen wir noch anmerken: Wird f(y) speziell 
in Gestalt von Fourier-Reihen gegeben, so wird insbesondere aus (12) und (13) 


2a 

— 32 f cos vg ctg tt dg’ =-+ sin YQ. (14) 
0 : 
2% ; 

~ 5 f sin vy ctg one dy’ = —cos vp. (15) 


0 


3. Die Strémung um ebene und gewélbte Platten. Bekanntlich erhalt man die Umstrémung — 


von Platten (Kérper der Dicke Null) auf einfache Weise, indem man einer Wirbelverteilung 
eine Parallelstrémung mit der Geschwindigkeit V tiberlagert. Die Wirbelverteilung wird dabei 
auf einer geraden Strecke in Richtung der Parallelstrémung, die die x-Achse unter einem Winkel « 
anstrémen médge, angenommen. Wenn wir kleine Winkel « der Parallelstromung gegen die 


Kérpersehne voraussetzen, so kénnen wir die Wirbelverteilung naherungsweise auf der x-Achse 


ansetzen. Bei einer solchen Uberlagerung bezeichne wy die von der Wirbelverteilung erzeugte 
Normalkomponente der Geschwindigkeit an der x-Achse. Die Bedingung der glatten Um- 
strémung erfordert dann die Beziehung 


wy+Vsina _ dy(s) 


(16) 
V cos @ dx 
oder linearisiert fiir kleine « 
wy e dy(s) 17 
Gi ate (17) 


wenn y() die Plattenordinaten bedeuten und y()(—1/2) = y)(+1/2)=0 vorausgesetzt ist. Fir die 
mit dem Stiick —1/2=x*=-+1/2 der x-Achse zusammenfallende ebene Platte unter dem Anstell- 
winkel « gilt dy)/dx=0, also wy= —aV, womit aus (7a) und (8) und mit (15) die bekannte 
Zirkulationsverteilung der ebenen Platte folgt: 


1—2)% 


Ieee: COs Cine. LQG : 
UckisAGk So mimeemein sel ey 0: 2 =2V0l/5" ° (18) 
Fir Platten mit kleiner Wélbung beim Anstellwinkel «=0 gilt wegen (17) und (3) 
tgp dy) he widyeyy dss 1. 2ty, Vandy 
wy = V dx > V dy dx Ll’ sing dg ” (i) 


womit aus (7a) und (8) als Zirkulationsverteilung fiir eine beliebig gewélbte Platte mit den 
Ordinaten y) folgt: 


2% 

bh as ae YC, v—” Y'\ a 

Ke Ising 22 i (ctg els 2 ) dg : (20) 
0 


Zu dieser Gleichung muB bemerkt werden, dafs iber die Wirbelstarke an der Vorderkante keinerlei 
Voraussetzung gemacht ist. Im allgemeinen werden daher an der Vorderkante unendliche groBe 
Geschwindigkeiten auftreten. Durch Uberlagerung eines Anstellwinkelgliedes nach (18) laBt 
sich die Wirbelstarke hier immer zu Null machen. Den dazu erforderlichen Anstellwinkel nennt 
man den Anstellwinkel des ,,stoBfreien Eintritts‘‘. (Nahere Ausfiihrungen hierzu in Abschnitt 6.) 
Die Geschwindigkeitsverteilung W iiber die Tiefe der Platte ergibt sich wegen der voraus- 
gesetzten kleinen Wélbung durch lineare Superposition: fs 
j Ya vb 
W=V+ Songs (21) 
wobei das obere Zeichen fiir die Ober-, das tntere Zeichen fir die Unterseite der Platte gilt. 


x cS 
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4. Die Strémung um symmetrische K6rper endlicher Dicke. Bei symmetrischer Umstrémung, © 


d.h. fir die Anstrémungskomponente V cos a wurde dieser Fall eingehend in der erwahnten 
friiheren Mitteilung I behandelt. Die zur Kérperkontur normale Komponente der Anstrémungs- 
geschwindigkeit wurde dabei durch eine naherungsweise konforme Abbildung auf die x-Achse 
transformiert. Im Intervall —l/2Sx*S +1/2 ergab sich so die Quellbelegung 


t 
qce(x) = 2V cos « se 


x 


(22) 
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nit y( als Ordinaten des symmetrischen Kérpers. Die von dieser Quellverteilung erzeugten 
Geschwindigkeiten an der x-Achse 


41/2 
na 1! qe( x’) 
Wxe ae f TIER dx (23) 
12 
we 1 dy) = dx’ 
= — V cos eee (24) 


<H9 
werden mit Hilfe derselben Naherung auf die Kérperkontur zuriickgerechnet. Dort werden sie 
als zusatzliche Tangentialkomponenten zur tangentialen Komponente der Anstrémungsgeschwin- 


digkeit V cos « cos y= V cos a/Vi+y"? addiert. Es ergibt sich als Geschwindigkeit am Kérper 


1 
VW cosies 2202) 25 
(V008 + wae) ots (25) 
Es wurde dabei bewiesen, dafs die so erhaltene Geschwindigkeitsverteilung mit der durch exakte 
konforme Abbildung erhaltenen tbereinstimmt, wenn man die letztere nach einem Dicken- 
parameter entwickelt und nur die linearen Glieder dieser Entwicklung beriicksichtigt. 


Bei unsymmetrischer Umstrémung erfordert die Erfillung 
der Randbedingungen fiir die Strémungskomponente V sin « 
weitere Uberlegungen. Grundsatzlich kénnte man natiirlich genau 
30 vorgehen, indem man statt von der Parallelstrémung V cos « 
von der Plattenumstrémung mit Vsin « ausgeht, deren Normal- 
komponente an der Kérperkontur auf die x-Achse transformiert 
und so wie oben angedeutet weiter rechnet. Wir wollen das hier 
nicht im einzelnen ausftihren, sondern uns von vornherein tber- 
legen, welche zusatzlichen Singularitaten an der x-Achse auftreten. 
Den Schlufschritt der Transformation der Geschwindigkeitskom- 
ponenten an der x-Achse auf die Tangentialgeschwindigkeit am 
Korper fiihren wir dann entsprechend (25) aus. Abb. 1. 


Es muB8 natirlich auch fiir die Anstromung mit V sin « gefordert werden, daB die Richtung 
der Strémung an jeder Stelle x gleich der Neigung der Kérperkontur ist. Es muB also durch zu- 
sdtzliche Singularitaten auf der x-Achse eine zusatzliche Abwartsgeschwindigkeit A wy erzeugt 
werden, die sich mit der tangentialen Geschwindigkeit + V sin « |/ (1-2 x)/(I4+-2x) der Wirbel- 
belegung ya der ebenen Platte zu einer resultierenden Geschwindigkeit in Richtung der Korper- 
kontur zusammensetzt (vgl. Abb. 1). Das fihrt zu der Beziehung 


A Wy L dy) 


+ Vsina oe spe i 


(26) 


1+2% 


sete 12x dy 9 
Awy = Visin a |/ 757 mie (27) 


Wenn diese Beziehung erfullt werden soll, muB beachtet werden, daB die von der Wirbelbelegung 
der ebenen Platte an der x-Achse erzeugte Abwartsgeschwindigkeit nur an der x-Achse selbst 
konstant ist, sich aber ihrem Betrage nach mit der Entfernung von dieser verandert. Diese 


und damit zu 


Platte entwickelt: 
(28) 


Awy = Vsing 


y ——— SS . 
1 4x 
i zr x) i ar 
Wir miissen daher, um die Geschwindigkeit (27) zu erreichen, eine zusitzliche Wirbelbelegung 
ya(x) auf der x-Achse anbringen, die gerade eine Korrekturgeschwindigkeit des Betrages 


A wleer)= A w,=A wy (29) 


erzeugt. Setzen wir fir y die Kérperordinaten ein und betrachten Aw) naherungsweise als 
Geschwindigkeit auf der x-Achse, so ergibt sich eine solche Wirbelbelegung aus der bekannten 


tl 


Sar 
r 


see 


eS 


ey 
we 


et 
= 


Pre es are 


Se eS 


a 


iy 
a 
hat 
J 
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Integralgleichung (1). Durch Einsetzen von (29) in (10) ergibt sich die Lésung 
1/2 


ee SSE J 
fe este ; l—-2.x dy() yt) dx 
y= — 2 Vein a | if (“ee 7a | pe oon (30) 
—1/2 


2 


Die Gleichungen (18), (22) und (30) geben uns damit die den symmetrischen Kérper bei An- 


stroémung unter einem Anstellwinkel « ersetzenden Quell- und Wirbelbelegungen. Von ihnen — 


rithren die folgenden Geschwindigkeitsanteile an der x-Achse her: 


Wia= + “2 : wWxe nach (24); Wxd = + ae : (31) 


Durch die zu Beginn dieses Abschnittes angegébene Transformation der Geschwindigkeit von 
der x-Achse auf den Korperrand, ergeben sich dort die zusatzlichen Tangentialkomponenten : 


(Wxe ae ieee ae Wxd) iV 1 =n es (32) . 


und nach Addition der von der Anstrémung herrithrenden Tangentialkomponente ergibt sich — 


schlieBlich der Betrag der Geschwindigkeit zu 


W 1 Periara he 
Bee pe COS il > y i : esis 
V Vi+y0? It dx x’/— x 


; T22x- 1 dy() y) dx! 
a sin o | (1-5 | ee Tie a) — % 
2 


oder in @ geschrieben 


dea : | cos od (sin yp -— cas aq’) ae 
V at Soe 4 / dy) \2 | Lez dq 2 
‘ sin” — + R Es, 


25 


Bete sae Dn Bont dy) ey) aca ae ee 
+ sin « (1 — cos¢) Q-peca | eae say) °t8 5) dp : 


0 


5. Die Strémung um unsymmetrische Kérper endlicher Dicke. Dieselben Uberlegungen, die 
im vorigen Abschnitt den AnstellwinkeleinfluB lieferten, lassen sich sinngemaB auch auf Kérper 
mit nicht mehr gerader Mittellinie anwenden. Beschrankt man sich aber — wie bei der Nahe- 
rungstheorje der diinnen Platten iblich (vg!. Abschnitt 3) — auf kleire Wélbungen (f/1 < 1), 
so bringt dieses sin ~ proportionale Zusatzglied keinen nenrerswerten Beitrag. Unsymmetrische 
Korperformen y=y(x) [genauer: y¢(x) fiir die Ober-, y,(x) fiir die Unterseite] erkalt man nun 


+1/2 (33) 


in einfacher Weise durch additive Uberlagerung symmetrischer Kérperformen y mit diinnen 


gewolbten Platten y®): 


y= yO + yO aa \ oe : (34) 


a 2 


Bei der entsprechenden Uberlagerung der Geschwindigkeitsanteile an der x-Achse tritt dann _ 


zu den Anicilen (31) noch der von der Wélbung herrithrende Anteil w= + 3 y» mit yp aus (20). 


AnschlieBend kann man wie in (32) einen dem Ubergang von der ebenen Platte zum sym- | 
metrischen dicken Kérper ganz entsprechenden Ubergang von der gewolbten Mittellinie des — 


Korpérs [vgl. Gl. (20)] zum unsymmetrischen dicken Kérper vornebmen, wobei sich die hohen 


Geschwindigkeiten an der Vorderkante wieder mit dem Faktor \lt+y? reduzieren. Es ist 


deshalb moglich, eine der Gleichung (33a) ganz entsprechende Gleichung aufzuschreiben, in 
welcher statt y nunmehr an zwei Stellen die Ordinaten y des gewélbten dicken Kérpers auf- 
treten: 
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WAS 1. : 2 dy y’— gy’ ; 
Vy ree ae feo OL (sin ee er ier | dg’ (ctg epre eae a dq ) + 

| Meee zi RB (=) 0 ‘ 
eat f 


alee 2 1 dy 1) yas 
SiR Reo 2h) Vas Oe Ee Tae 
+ sin « (1 — cosq) (1 [aie Oe [ ( agit aa 7) ote 5 dp : 
0) 


é (35) 


eae 


6. Einfiihrung von Fourier-Entwicklungen ; Kraft und Moment. Um iiber diese Grundlagen 
der Theorie hinaus bequem weitere Aussagen machen zu kénnen, ist es zweckmaBbig, eine Fourier- 
Entwicklung fir y anzusetzen: 


oy = >) (aycos v p + bysin yg). ‘ (36) 
\ yy 
Die cos-Reihe gibt dabei die Verteilung der Wélbung, die sin-Reihe die Verteilung der Dicke 
tuber die Tiefe wieder. Damit rere man sich zunachst leicht, daB fir by—0 wieder die 
ubliche Theorie der diinnen Platten moeulnent Durch Einsetzen von (36) in (35) folgt namlich 
fir kleine dy/dy unter Beachtung von (15) 

aD hy “+ ates. (37) 


sin P 


Als Pera ie eieterercaihias ergibt sich also der aus der Theorie der diinnen Platten wohl- 


bekannte Ausdruck!. Er mége hier noch etwas umgeformt werden. Das darin enthaltene 


_ Anstellwinkelglied 1aBt sich abtrennen, wenn man die Summe in ihre geraden und ungeraden 


Glieder aufspaltet. Man erhalt 


W = cos 2yp —1 cos (2v—1) y —cos p YQ 
—- = 2: — ———_t 
7 Ep) ame + @r-1 Ves yea 7 +(a—a5)tg-%, (37a) 
worin &¥, der Anstellwinkel des Brobiveien Eintritts, den Betrag 

(ec) 


&y = >) (2y—1) azy_1 : (37) 


I 
annimmt. 


Fur endlich dicke Kérper (b, += 0) folgt durch Einsetzen von (36) in (35) nach einiger Rechnung 


W _ {oosa(sin p + Sv ay cosy p+ Sv bysin vy — Sv ay) + sina (1 — co y)(1+ F Bu cos ug) | 


V 


) sin? p + (Xv by cosy p — Dv aysiny gp)? (38) 
mit Bo = >,” bys REC OBI PDE Sak ANA Aol Sey ea 
3 pol 


Um die GréBe der auf den Kérper ausgeiibten Kraft und des Momentes zu bestimmen, 


_ schreiben wir zunachst die Wirbelverteilung an der x-Achse in Fourier-Darstellung auf. Bezeich- 


aaa 
w 
 % 


nen wir den Zahler von (38) mit F'(g), so folgt die Wirbelverteilung aus der Differenz der Ge- 
schwindigkeit WVity? an der Ober- und Unterseite der Achse zu 


po 2V (= ee) Sy ee (0 SoS) (39) 


sin ~ sin (22—q) sin p 


¥(y) = ine [cos a ey V Gy COS aos vay) pein a (1 cos 7) (1 oh > Bucos jeg). (40) 
T T u=0 


Durch Integration tber die Tiefe erhalten wir als Kraft quer zur Strémungsrichtung 


bzw. 


4-1/2 mt 
A= \oV ti y(x) dx = @ v5 fr sin p dp (41) 
_/2 0 
bzw. deren Beiwert 5 
A_ ‘i 1 
= = wee 42 
am gh a[ Sve ta linha a 


= 27 |- > Yady+a (1 +>) bs »-1)| (43) 


und daraus den Anstellwinkel bei verschwindender Luftkraft 


S vay 


(44) 


Ky = 


14 Sb 1 


1 Vel. z.B. Durand, Aerodynamic Theory, Bd. II, 5. 41. 
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Bei der Berechnung des Momentes muB beachtet werden, dafi auBer der Wirbelverteilung | 
auch die Quellverteilung einen Beitrag zum Moment liefert, wie man in Abb. 2 am Beispiel einer 
einzelnen Quelle und Senke leicht erkennt1. Be- 


V ziehen wir das Moment auf den Punkt x=—1/2, so 
_p ng : ; ; . 
(ongaey aa hat dieser Beitrag die Gréke 
+# = ‘ 
41/2 
ona ’ l 
is AM=oVsina f q(x)(5+x)dx, (45) 
<p a —1/2 
v ad @ so dai wir insgesamt fir das: Moment um den 
a g 
Punkt «=—1/2, welches bei Anstrémung von links 
Sor ee bei einer Drehung im Uhrzeigersinn positiv gezahlt 
g & p g 
Abbr.2; werden mdoge, erhalten 


M=-o0V i (v(x) —0.9(x)) & +#) dx 


: 7 (46) 
RP E J 
=—0 vz| fr (1 + cos g) sin y dp — « f a(9) cos @ sin ay| 
0 0 
mit 9 dy 9 VO a 
= : 2Ve = ; by cos » 47 
q(9) lsin y dp ee OSS bad ( ) 
bzw. far dessen Beiwert d 
M 
im = w= F[— a 42 > ray —a(14 fo — = bo + b,)| 
2 
% 2y-+1 ‘ ee, 
=F [-at2 2d vara a (14+2 0, + 3 (+1) byt boy sa)]. 
Insbesondere ergibt sich daraus das Moment bei verschwindender Luftkraft 
ea 5 oy Y Ay (49) 
Zz 
und die Anderung des Momentes mit wachsender Luftkraft 
dite oe wel 1 1 
da <4 (1+ b+ ghi~% Pa) | 
(50) 


=—F [1+ + Di ((o+ Nae Ae | 


7. Berechnungsverfahren. Es gibt bisher zwei praktische Methoden, die die hier entwickelten 
theoretischen Uberlegungen schon teilweise benutzen: a) die Methode von Helmbold-Keune. 
die einen Aufbau der Kérperform und der Geschwindigkeitsverteilung durch Superposition be- 
stimmter Grundverteilungen vornimmt, und b) die Methode von Riegels-Wittich, die eine un- 
mittelbare Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung aus den vorgegebenen Kérperordinaten 
gestattet. Die erstere ist vor einigen Jahren ausfihrlich dargelegt und etwas spater durch weitere 
Tabellen und Diagramme erganzt worden?. Die letztere schlieBt unmittelbar an (38) an. Diese 
Gleichung wiirde zur praktischen Berechnung eine Fourier-Entwicklung der Profilkontur er- 
fordern. Diese laBt sich bei Anwendung des Gaufschen Verfahrens der mechanischen Quadratur 
vermeiden. Wenn man die Ordinaten an gewissen festen Stellen der x-Achse vorgibt, kann man 
auf diese Weise die Fourier-Summen durch einfache Summen ersetzen, deren Glieder aus Pro- 
dukten der Profilordinaten mit gewissen festen Koeffizienten bestehen. Es ergibt sich so 


1 Vel. A. Betz, Ing.-Arch. 3 (1932) S. 458. 
2 Siehe FuBnote 3 von Seite 94. 


ae ey reckon of 3 ee 
Be j ay ae ~ Y ae ‘ 
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N-1 N-1 N= 
one ic SS ey Cw ae oe Cno 2 ¥nt9)| 
m=1 1 1 


IN 
“Se Porat he (1 sre g: 29 yn() | 
ao a. 
Ve N=1 “N=1 aaa ; ton) 
Y/ cot (E Ban? Yn) +S Dan 2 9n0) 
1 al 


Zu dem Stern an der G-Summe ist zu bemerken, daB der letzte Summand?! lautet: 


ib a 
Scares 2 ym(9/,—. und die Abkiirzungen bedeuten: 
2N die Gesamtzahl der vorgegebenen Profilpunkte, 


Qn, bn, Cn feste Zahlen, die nur von den Stellen tea cos AO abhangen, an welchen die 
Profilordinaten y, (auf der Saugseite) und y2 y_, (auf der Druckseite), wobei die Kérperlange 


_ l=1 gesetzt ist, vorgegeben sind, 
2"¥m) = ¥m—Yen-n und 2 ¥m°) = ym-+ Y2n—n > 
Ajyns Bmn; Cnn; Dmn und Gmn feste Koeffizienten, die fiir mchrere Werte von N (221305702 
und 18) tabuliert sind*. Die folgenden Tabellen 1 bis 10 geben die Werte fir N=6 und 12. 


Urspriinglich verwendete der Verfasser statt der Wirbelverteilung (30) die Naherung 
ya~2Vsina dy/dx. In der praktischen Anwendung lief das darauf hinaus, da® die Berechnung 
der G-Summe entfiel und statt dessen im Zahler von (51) der Ausdruck 


1 1 dy dy a Ne} 
é . t t)\ ge s 
sin a(—> + 5 ¢0s oa (Fp )paa)~ 8% [Be + D) (Ban 2 ynl— Bing 2m!) >, Pn 2¥n 


bestimmt werden mute. Das ergab fiir dea/d« eine den FinfluB der Profildicke nur ungenau 
wiedergebende Naherung 27(1+ 2B, 2y)), eine Tatsache, die fiir praktische Zwecke zwar 
nicht sehr stérte, theoretisch jedoch nicht ganz befriedigte. 


8. Einfache Spezialfalle. a) Die Ellipse mit dem beliebigen Dickenverhiltnis t/l sei ge- 
geben durch © 
l fies 
X= 5 cos p, y= -g sin yp. (52) 
Nach (22) folgt hieraus die Quellbelegung zu 


4 dy 4V xt 
q(*) = 2.K 


Pe ASS aaa 
| ae 
und aus (38) die Geschwindigkeitsverteilung 
(144) SD Pisa A (Ke ees (54) 
cee ees 
|/ sim: g+ (=) cos’ @ 


in Ubereinstimmung mit der bekannten exakten Formel. 


(53) 


b) Das Kreisbogenzweieck geringer Dicke t und Woélbung f kann bequem durch Parabel- 
bégen angenadhert werden. Seine Kontur ist dann gegeben durch 


[ye=(f4+ 3) (1-Sr) = (1+ 3) A - cs? 9) | 


x= COS QD, : (55) 
2 t aan t js | 
lyw=(F >) (1 P ) (f ait cos y)- 
Die Wélbungsverteilung ist durch die Wirbelbelegung (20) in Verbindung mit (15) 
Le pi Mles acest 
y(x) =8 V ~ sing =8 vty _ =x. (56) 


1 Dieses Glied charakterisiert das Verhalten an der Kérpernase und ist durch Auftragen einiger weniger 
Punkte in der Nahe von y=z iiber ¢ leicht zu ermitteln. Dabei ist argenommen. dafs der Kérper hinten in 
eine spitze Kante auslauft. Endigt der Kérper (etwa wie eine Ellipse) stumpf, so miiBte ein entsprechendes 


zusatzliches Glied G,, > ie 2¥m/p—0 mit Go, = —Gy,n_n zur Beschreibung des Verhaltens am hinteren 
tf) 


Kérperende beriicksichtigt werden. 
2 Siehe FuBnote 4 von Seite 94. 
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Zahlentafel 1 


n bzw. m 
eemel tay mas ay 8 |b b ? 
12 | 6 12 6 ya + zi an es ” 
Oberseite 
0 1,00000 0 ) 0 ty) 
i 0,98297 —0,12941 + 0,12941 —0,01704 0,01675 
2 0,93302 —0,25000 +0,25000 —0,06698 0,06250 
3 0,85356 —0,35356 + 0,35356 —0,14644 © 0,12500 
4 0,75000 —0,43302 + 0,43302 —0,25000 0,18751 
5 0,62941 —0,48296 + 0,48296 —0,37059 0,23325 
6 3 18 9 0,50000 —0,50000 + 0,50000 —0,50000 0,25000 
7 ay! 0,37059 —0,48296 + 0,48296 —0,62941 — 0,23325 
8 4 16 8 0,25000 —0,43302 + 0,43302 —0,75000 0,18751 
9 | 15 4 0,14645 —0,35356 + 0,35356 —0,85356 0,12500 
10 5 14 if 0,06699 —0,25000 + 0,25000 —0,93302 0,06250 
a}. 13 | 0,01704 —0,12941 +0,12941 —0,98296 | 0,01675 
12 6 12 6 0,00000 0 0 —1,00000 | 0 
Zahlentafel 2 AS N=6 Zahlentafel 3 (Ban N=6 
ei eon Berth hee 3 4 5 ae ea 2 3 ants sets 
n=0 0 0 0 0 0 n=0 |+1,86602 | —0,86602 |+0,50000 | —0,28868 | +. 0,13398 
1 |+1,50000 | —0,53867 0 —0,03868 0 1 |—0,43301 | +1,18301 | —0,57735 | + 0,31699 | —0,14434 
2 |—0,53867 | +1,50000 | —0,57735 0 —0,03868 2 |—0,68301 | —0,14434 | +.1,00000 | —0,43301 | + 0,18301 
3 0 —0,57735 | +1,50000 | —0,57735 0 3 |+0,28868 | —0,86602 0 +0,86602 | —0,28868 
4 |—0,03868 0 —0,57735 | +1,50000 | —0,53867 4 |—0,18301 | +0,43301 | —1,00000 | + 0,14434 |+ 0,68301 
5 0 —0,03868 0 —0,53867 | +1,50000 5 |4+0,14434 | —0,31699 | +.0,57735 | —1,18301 | + 0,43301 
6 0 0 0 0 0 6 |—0,13398 | +0,28868 | —0,50000 | + 0,86602 | —1,86602 
Zahlentafel 4 Czy N=6 Zahlentafel 5 Die. N=6 
vane ape 2 3 4 5 mieiicna 2 as ieee paaes 
n=0 |—1,24400 0 —0,16665 0 —0,08932 n=0 0 0 0 0 0 
é 1 |+1,50000 | —0,70533 0 —0,12799 0 1 }|—0,43301 | —0,68301 | + 0,28868 | —0,18301 | + 0,14434 
2 |—0,70533 | +1,50000 | —0,66666 0 —0,12799 2 |41,18301 | —0,14434 | —0,86602 | + 0,43301 | —0,31699 
3 0 —0,66666 | +1,50000 | —0,66666 0 3 |—0,57735 | +1,00000 0 —1,00000 | + 0,57735 
4 |—0,12799 0 —0,66666 | +1,50000 | —0,70533 4 |+0,31699 | —0,43301 | + 0,86602 | + 0,14434 |—1,18301 
5 0 —0,12799 0 —0,70533 | +1,50000 5 |—0,14434 | +.0,18301 | —0,28868 | + 0,68301 | + 0,43301 
6 |—0,08932 0 —0,16666 0 —1,24400 6 0 0 0 0 0 
Zahlentafel 6 Ginn N=12 
n=1 | 23,18213|/—11,68774 0 —1,07789 0 —0,35121 0 —0,19844 0 —0,20686 0 —0,08477 
2 2,12308) 12,00000|—6,15016 0 —0,72080 0 —0,28064 0 —0,19748 0 —0,36440 0 
3 0 —1,20254) 8,48512)—4,29460 0 —0,56901 0 —0,25851 0 —0,24559 0 —0,09764 
4 1,18336 0 —1,60979| 6,92809) —3,48333 0 —0,50698 0 —0,27615 0 —0,45933) 0 
5 0 0,32295 0 —1,68374|) 6,21169| —3,13231 0 —0,50431 0 —0,36220 0 —0,13239 
6 0,62042 0 0,09764 0 —1,73690|} 6,00000|—3,07022 0 —0,56904 0 —0,71290 0 
7 0 0,23047 0 0,00294 0 —1,84442} 6,21170|—3,27965 0 —0,77499 0 —0,22486 
8 0,41920 0 0,11436 0 —0,05221 0 —2,05249| 6,92809|—3,88590 0 —1,58076 0 
9 0 0,17822 0 0,06036 0 —0,09764 0 —2,43619, 8,48512|—5,39747 0 —0,56904 
10 0,33864 0 0,10220 0 0,02616 0 —0,15248} 0 —-3,18384| 12,00000|—10,76876 0 
11 0 0,15710 0 0,06414 0 —0,00610 0 —0,25184 0 —5,01437| 23,18213)—4,89128 
VAS (—1)™*"_] 1 1 
SS - —- 4 -—----—_____., baw. = — fir m=n 
eee 4.N | pasted eg es PA 
__])mtn4t1 
Brn cen 3 (m—zz) a (m+n) wn 
ctg — : ct buws === cto = fii = 
(—1ymin | 8— oN = 8 oN 4 8H fir m=n 
1D Yee Fee boa, ria 
4 
Be ae 
Gan oy Hee ae 
. ee n 0 m+n) mw (m— s vom 2 N 9 N 
2 N sin = | 1— cos qr I— cos n Moa 
N : 
bzw. = — ; fir m=n 
Ke Tay ee 
2 sin = 
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Zahlentafel 7 At, N=12 
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
n=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 | 3,00000 | —1,08071 0 —0,08604] 0 |—0,02312| 0 |-0,00869/ 0 |—0,00322! 0 
2 | —1,08071| 3,00000 | —1,16675 0 |—0,10916| 0 |—0,03181 0 |—0,01191) 0  |--0,00322 
3 0 —1,16675| 3,00000| —1,18987/ 0 |—o,11785| 0 |—0,03503/ 0 —0,01191] 0 
4 | —0,08604 0 —1,18987| 3,00000|—1,19856| 0 |—0,12107/ 0 |—0,03503/ 0 0,00869 
5 0 —-0,10916 0 —1,19856| 3,00000|—1,20178/ 0 012107) 0 |=20,08a8t'| 0 
6 | —9,02312 0 —0,11785 0  |—1,20178] 3,00000/—1,20178] 0 |—0,11785| 0 |—0,02312 
7 0 —0,03181 0 —0,12107/ 0 |—1,20178/ 3,0000 |—1,19856| 0  |—0,10916]/ 0 
8 | —0,00869 0 —0,03503 0  |—0,12107] 0 |~—1,19856] 3,00000/—1,18987| 0  |—0,08604 
9 0 —0,01191 0 —0,03503 0. |=0,11785 0  |—1,18987/ 3,00000 |—1,16675| 0 
10 | —0,00322 0 —0,01191 0 |—0,08181 0  |—0,10916] 0 |—1,16675| 3,00000 |—-1,08071 
11 0 —0,00322 0 —0,00869 0  |—0,02312} 0 |—o0,08604/ 0 |—1,08071} 3,00000 
12 0 0 0 0 0 0 0 Ap 0 0 0 
ZLahlentafel 8 Brn NE== oe 
aoe) FcR 2 3 4 5 6 7 8 9 dors nas 
n=0 | 3,79788 | —1,86602| 1,20710 | —0,86602| 0,65161|—0,50000| 0,38366 |—0,28868| 0,20710 |—-0,13398| 0,06582 
1 | —0,93301| 2,50249| —1,36602| 0,92936 |—0,68301| 0,51764 | 0,39434| 0,29538 |—-0,21132| 0,13646 |—-0,06699 
2 | —1,29538| —0,43301|  2,22474| —1,18301| 0,79538/—0,57735| 0,42936 |0,31699| 0.22474 |0,14434| 0,07064 
3 | 0,50000 | —1,57313| —0,25000| 2,09077 |—1,07735| 0,70710 /—0,50000} 0,35872 |—-0,25000| 0,15892 |-0,07735 
4 | —0,27774| 0,68301| —1,70710 | —0,14434| 2,00249|—1,00000] 0,63646 |—-0,43301| 0,29289|—0,18301] 0,08828 
5 | 0,18301| —0,41172| 0,78868| —1,79538|—0,06699| 1,93185|—0,93301| 0,57064|—0,36602| 0,22226 | -0,10566 
6 | —0,13398| 0,28868| —0,50000| 0,86602/—1,86602/ 0 1,86602 |—0,86602| 0,50000|--0,28868| 0,13398 
7 | 0,10566| —0,22226/ 0,36602! —0,57064| 0,93301|—1,93185| 0,06699| 1,79538|—0,78868| 0,41172 |—0,18301 
8 | —0,08828| 0,18301| —0,29289] 0,43301/—0,63646| 1,00000 |—-2,00249| 0,14434| 1,70710 |--0,68301| 0,27774 
9 | 0,07735| —0,15892] 0,25000 | —0,35872| 0,50000 /—0,70710| 1,07735 |—2,09077| 0,25000| 1,57313 |—-0,50000 
10 | —0,07064| 0,14434| —0,22474| 0,31699|—0,42936| 0,57735 |—0,79538| 1,18301.|—2,22474] 0,43301| 1,29538 
11 | 0,06699| —0,13646| 0,21132| —0,29538| 0,39434 |—0,51764| 0,68301 /—0,92936| 1,36602|—-2,50249| 0,93301 
12 | —0,06582| 0,13398| —0,20710| 0,28868|—0,38366| 0,50000/—0,65161| 0,86602|—1,20710| 1,86602 |3,79788 
Zahlentafel 9 Cnn N=12 
aaa Pe 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 
n=0 | —2,44594 0 —0,28452 0 |—o,11244} 0 |—0,06620/ 0 |—0,04882| 0 |—0,04238 
i | 3,00000 | —1,36523 0 —0,19848; 0 |—0,08032| 0 |—0,05751] 0 |—0,04560/ oO | 
2 | —1,36523| 3,00000| —1,27919 o |—o,17536| 0 |—0,08063| 0 |—0,05429; 0  |—0,04560 
3 0 —i,27919| 3,00000| —1,25607| 0 |—0,16667/ 0 |—0,07741} 0 |~0,05429| 0 
4 | —0,19848 0 —1,25607| 3,00000|—1,24738] 0 |—0,16345; 0 |—0,07741| 0  |—0,05751 
3 0 —0,17536 0 —1,24738| 3,00000/—1,24416/ 0 |=+0,16345] 0 |—0,08063| 0 
6 | —0,08932 0 —0,16667 0 |—1,24416| 3,00000/—1,24416| 0 |—0,16667) 0  |—0,08932 
7 0 —0,08063 0 —0,16345| 0 |—1,24416} 3,00000|—1,24738] 0 |—0,17536| 0 
8 | —0,05751 0 —0,07741 o |—0,16345| 0 |—1,24738/ 3,00000|—1,25607| 0 |—0,19848 
9 0 —0,05429 0 —0,07741| 0 |—0,16667; 0 |—1,25607| 3,00000|--1,27919] 0 
10 | —0,04560 0 —0,05429 0  |—0,08063 0 |—0,17536] 0 |—1,27919| 3,00000 |—1,36523 
ll 0 —0,04560 0 —0,05751| 0 |—0,08932} 0 |—0,19848] 0 |~1,36523] 3,00000 
12 | —0,04238 0 —0,04882 0 |—0,06620| 0 |—0,11244) 0 |—0,28452] 0 |—2,44594 
0 TT re 8 ad BE SN RC a a Rn Wc ew 
Zahlentafel 10 Din N=12 
IIS NEE WS Soa Na Pod STR Sy Es Se nc Sivan EI 
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
n=0 0 ) 0 0 % 0 0 0 0 0 0 0 
1 | —0,93301| —1,29538; 0,50000| —0,27774| 0,18301 |0,13398| 0,10566 |—-0,08828) 0,07735 |—-0,07064| 0,06699 
2 | 2,50249| —-0,43301| —1,57313| 0,68301/—0,41172| 0,28868|—0,22226] 0,18301 |—0,15892| 0,14434 |-0,13646 
3 | —1,36602| 2,22474| —0,25000| —1,70710| 0,78868|~—-0,50000| 0,36602|—0,29289 | 0,25000 |—-0,22474 | 0,21132 
4 | 0,92936/ —1,18301| 2,09077 | —0,14434|—1,79538| 0,86602 /-0,57064 | 0,43301 |—-0,35872| 0,31699 | —0,29538 
5 | —0,68301| 0,79538| —1,07735|  2,00249 |--0,06699 |—1,86602| 0,93301 |—0,63646 | 0,50000 |—-0,42936| 0,39434 
6 | 0,51764| —0,57735/ 0,70710| —1,00000| 1,93185/ 0  |~1,93185] 1,00000|—0,70710} 0,57735 | -0,51764 
7 | —0,39434| 0,42936| —0,50000| 0,63646/—0,93301] 1,86602| 0,06699 |—-2,00249| 1,07735 |-0,79538| .0,68301 
8 | 0,29538| —0,31699| 0,35872| —0,43301| 0,57064|—9,86602| 1,79538| 0,14434|—2,09077| 1,18301 | —-0,92936 
9 | —0,21132| 0,22474| —0,25000/ 0,29289 |—0,36602| 0,50000 |—0,78868| 1,70710| 0,25000 }—2,22474| 1,36602 
10 | 0,13646| —0,14434/ 0,15892/ —0,18301) 0,22226|—0,28868| 0,41172|—0,68301| 1,57313] 0,43301 |-2,50249 
11 | —0,06699| 0,07064| —-0,07735| 0,08828/—-0,10566| 0,13398|—9,18301| 0,27774 |—0,50000| 1,29538) 0,93301 
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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und die Dickenverteilung durch die Quellbelegung (22) 


q(x) =2V = —evt = (57) 


so daB sich insgesamt fiir die Geschwindigkeit ergibt 


W Peace ees l—2 x iP l—2 x 
ot var r (1 Rents Sie ; fyi ot A ee ; (eB) 
Man stellt hier die bekannte Tatsache fest, da bei linearisierter Darstellung beim Kreis- 
bogenzweieck (ohne Wolbung und Anstellwinkel) an der Vorder- und Hinterkante unendlich 
groBe Geschwindigkeiten auftreten. Doch handelt es sich dabei um eine Singularitat der Form 
In €, die schon in sehr kleinem Abstand & von diesen Stellen praktisch bedeutungslos wird. 
Der Grund fiir dieses singulare Verhalten an den Enden der Quellstrecke ist darin zu sehen, daB 
die vorliegende Theorie als Kérper endlicher Dicke solche mit wberall stetiger Tangente voraus- 
setzt und daher Staupunkte vorschreibt, bei welchen die Verzweigung der Stromlinie Y%=0 


unter einem rechten Winkel zur Kérperkontur vor sich geht. Bei Staupunkten mit anderen Ver- | 


zweigungswinkeln der Nullstromlinie, wie sie z. B. an den Endpunkten des Kreisbogenzweiecks 
vorliegen, mu dann notwendigerweise eine leichte Singularitat auftreten, wie auch die genauere 
Diskussion mit Hilfe der konformen Abbildung zeigt. 


c) Die Kontur des symmetrischen Joukowsky-Profiles ist gegeben durch 


a= cos p, y=5 emmy (tense). (59) 
Aus (22) folgt als Quellbelegung auf der x-Achse 
Sixt 
=e dy € Be 
q(x) =2 aaa 2V—-- Vin co (60) 
] — 
und aus (38) als Geschwindigkeitsverteilung 
W vos a ((1 + 7) sin y — — sin sini oma Ua e 
Bpenrr ese = : (61) 


|/ sim: gp+ = = (cos y — cos 29)? ' 


Fur ¢=0 ergibt sich die Gueitae adits der ebenen. Platte. Die Durchfithrung der 
Parsenect Rechnung zeigt im tbrigen weitgehende Ubereinstimmung mit der exakten Theorie. 
Es ist dabei selbstverstandlich, da bei zu grofen Dickenverhaltnissen (etwa iiber d/l=0,2) 
gewisse kleine Abweichungen der Geschwindigkeitsverteilung von derjenigen auftreten, die 
mittels konformer Abbildung exakt berechnet ist. Das liegt daran, daB die linearisierte Kérper- 
form (59) in solchen Fallen nicht mehr mit der exakten itibereinstimmt. Berechnet man die 
Geschwindigkeitsverteilung aus den exakten Koordinaten, nach (33a) oder (51), so erhalt man 


erfahrungsgema8 auch noch bei gréReren Kérperdicken Ubereinstimmung mit der exakten 
Geschwindigkeitsverteilung. 


Weiter interessieren hier noch die Kraft und das Moment. Man erhalt aus (43), (48) und 
(50) durch Einsetzen von b,=e/l und b,=~—é/21 


f =2na(1+ +), (62) 
em= — Fra(l+ +), (63) 
Nee, il ‘ 

Cae Te (64) 


ebenfalls in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der exakten Theorie. 


oa ) mete wae 


Bei ieogn ee 
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d) Die Kontur eines anderen einfachen symmetrischen Profiles lautet 


y=adVE(1—£) (1 +k, E+ hy £%) (Oc 2 = 1)x (65) 
Als Quellbelegung auf der x-Achse ergibt sich 
q(é) =2 Vy’ = Vd [1 +3 (hy 1) £ +5 (yh) Thad), (66) 


und aus (33) folgt als Geschwindigkeitsverteilung: 


W 1 { y’ bee d 
=e ee lt] | 2 ve 
Ve Vis+y? lee x | eas Oh as Wer er (Cot er§ + e2é*) | He 
. [Ras 1 , y Tht Eas ‘ie F ; ( 
-+- sin «|/ e E + tA (y = mee) 8 = (+eié +0,6%)|| 
i 4 4 ; 11 13 
8 , 19 
oes — 7 ky, C= — 7 kg. 


Es ist leicht méglich, den Ansatz (65) durch Hinzunahme hoherer Glieder k,&” in der letzten 
Klammer zu erweitern und die entsprechenden Rechnungen durchzufihren. 


e) Die Kontur einer dinnen gewélbten Platte laute 


y=4fé(l—6)(1+hé4+1,8) (0S€S1). (68) 
Durch Einfiihrung von — cos g laBt sich (68) in eine Fourierreihe umwandeln, und nach 
(37a) und Ricktransformation auf & ergibt sich so als Geschwindigkeitsverteilung 
WwW ————— 
sr =14+8f VE(1—4) (dy + a6 + dé?) (69) 
mit dy 214. ee a ly , 
3 1 
(ee Fiat 
d, = 2 Es 
Als Anstellwinkel des stoBfreien Eintritts findet man nach (37b) 
Oe ay # (1, + 1) (70) 
und als Nullanstellwinkel nach (44) 
3 BY 
a =2f (1+ ph+ oh) - (71) 


Als Momentenbeiwert findet man schlieBlich nach (49) 
7 3 
tm =—af(l+eh+ ph). (72) 


Auch hier bereitet es keine Schwierigkeiten, die Rechnung auf hohere Glieder ly €” von (68) 
auszudehnen. 


9. Anhang: Einige bestimmte Integrale. Ist die Funktion f(g) in (12) und (13) speziell 
in Gestalt von Fourierreihen gegeben, so gilt fir das »-te Fourierglied 
2 5 
: / os vy’ ct 
Bemicden Cascpce 


0 


e—-P yy 
5 dg =+snvq, (73) 


2% 
1 ' P—P 74 5 
_ », {sm vp cts ——5 dy =—cosrg. (74) 


0 


tee J+ 4 = 5+ 5 cos 9: 


yuk E . fib) ns 
ges (= § aL); ‘ ; a i \ t Byer | 


eet . . > 1 76, 
eure | 7 i | 


Ao? 
4 


aNE (p01. 2... 1 ee 


4+ &eta ee 


, 
- 
; 


(78) 


ase gy 38-5. am #1 
fem yra-9 ee ni (m=1, 2,3,... 
JES a : 


/ 


| Ves % 
r d 13-9022 2 a 233 
LOGS § {Mes 4 nC £ : 4 
i er TE DUS Me Vea 81). 


10. Zusammenfassung. Fir ee mafiger Dicke und Wolbung, bed sonst heliebiger 
Gestalt wird eine Theorie entwickelt, die die Stromungsgeschwindigkeit, die Kraft und das Mo- 
ment mit Hilfe von Quell- und Wirbelbelegungen auf einer geraden Strecke von der Lange dey 4 
gréBten Koérpersehne zu bestimmen gestattet. m af 


(etiecnangen am 1], Dezember 1947.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Fritz Riegels, (20b) Gottingen, ZeppelinstraBe 4. 
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Scherprobleme. 


Von R. Grammiel. 


1. Einleitung. Im folgenden zeige ich eine besondere Klasse von Ausweichproblemen auf, 
die man unter dem gemeinsamen Namen Scherprobleme zusammenfassen kann (Zugscherung, 
Torsionsscherung, Biegescherung). Es handelt sich um sehr einfache, aber anscheinend wenig 
oder gar nicht bekannte Stabilitatsprobleme, bei denen der Spannungszustand — im Gegensatz 
zum Knicken und Kippen von Staben, Platten und Schalen — im allgemeinen nicht zusammen- 
gesetzt ist. Als Eigenwertprobleme zweiter Art unterscheiden sie sich mathematisch wesentlich 
von den tblichen Eigenwertproblemen (erster Art) der kontinuierlichen elastischen Systeme 
(wie Knickung, Kippung). Die Bezeichnung Scherprobleme halte ich deswegen fir angebracht, 
weil dabei die belastenden Krafte, wenn sie von Null an stetig wachsen, bei einem bestimmten 
Betrag, der Scherkraft, plétzlich seitlich ausscheren und so die Verformung erzeugen. 

Ich erlautere das Problem zuerst an einem einfachen Beispiel (Torsionsscherung der Welle, 
Ziff. 2), behandle es dann allgemein als Eigenwert-.bzw. Verzweigungsproblem (Ziff. 3) und fiige 
weitere, nunmelir naheliegende Beispiele hinzu (Ziff. 4, 5 und 7). 

Dabei st6Bt man von selbst auf ein aus erster und zweiter Art gemischtes Kigenwertproblem, 
als dessen wohl merkwirdigster Fall die Knickung eines Stabes infolge von Zugkraften er- 
scheint (Ziff. 6). . 

Den Schlu& bilden Beispiele fir die Biegescherung 
von Platten (Ziff. 8). 

Ubrigens kann man zu den Scherproblemen auch 
schon die von mir friher! untersuchten Kipperschei- 
nungen an Ringen infelge von radialen Innen- oder 
AuBenkraften zahlen; auch bei ihnen scheren unter 
gewissen Umstanden die Krafte, wenn sie von Null an 
stetig wachsen, bei einem bestimmten Betrag seitlich 
(axial) aus, allerdings erst nach einer Erweiterung bzw. 
Verengung des Ringes, so da} es sich hier, im Unter- 
schied von den folgenden reinen Scherproblemen, um 
einen zusammengesetzten Spannungszustand handelt. 


Abb. 1. Torsionsscherung einer Welle. 


2. Torsionsscherung einer Welle. Eine Welle von der Lange x, (Abb. 1) und der Torsions- 
steifigkeit ~ sei am einen Ende eingespannt; am anderen Ende greifen zwei entgegengesetzt 
gleiche Krafte P von unveranderlicher Richtung an zwei gegentiberstehenden Punkten einer 
starren Endscheibe vom Durchmesser a an (die den Stabquerschnitt nicht zu tiberragen 
braucht). AuBer dem untordierten Zustand der Welle gibt es méglicherweise noch einen zweiten 
Gleichgewichtszustand, in welchem die Welle um den Winkel ¢, tordiert ist. Hierbei muB offen- 
bar das Torsionsmoment «q,/x, gleich dem Moment aP sing, der Krafte P sein: 


(og . 
te pee es. (1) 


Diese Gleichung ist fir alle Werte von P erfillt, wenn y,=0, die Welle also nicht tordiert ist, 
auBerdem aber nur fiir eine Kraft von der GréBe 


j pee e Pr - ‘ 9) 
eae ax, sing, - @) 
deren kleinster Wert fir gp, —>0 . 
1 


wird. Wir nennen P, die Torsionsscherkraft. 
Wachst also P von Null an langsam und stetig, so bleibt die Welle zunachst untordiert; 


von P= P,an kann sie — und wird sie bei der geringsten Stérung — sich tordieren. Beschrankt 
man sich auf kleine Winkel y, (Linearisierung des Problems), so ist P,= Ps: die Welle erleidet 
bei der Torsierungsscherung P, plotzlich eine unbestimmte Torsionsauslenkung gy, (analog zur 


1 R. Grammel, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923) S. 438; 7 (1927) S. 198; oder C. B. Biezeno u. R. Grammel, 
Technische Dynamik, S. 562. Berlin 1939. 


¢ 
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elementaren Stabknickung). Linearisiert man nicht, so gehéren zu jeder Kraft P, > P; auber 
dem instabilen Zustand g,=0 zwei entgegengesetzt gleiche stabile Auslenkungen 9,, die aus (2) 
folgen und in Abb. 2 dargestellt sind. Man erkennt, daB bei der Kraft P; eine Verzweigung 
eintritt. Wenn P,—>o geht, wird p=+7. 

Als Eigenwert- oder Verzweigungsproblem aufgefaBt, fiihrt dieses Beispiel, wenn man vom 
eingespannten Ende aus eine x-Achse in die Wellenachse legt und mit g den Torsionswinkel 
an der Stelle x bezeichnet, auf den Ansatz 


a(x) SP = aPsin g, mit g=0 far x=0, (4) 


wobei die Torsionssteifigkeit «(x) langs der Welle (schwach) 
veranderlich sein darf. Das zugehérige Integral 


x 


: dx 
yg =aPsin gy oe (5) 
0 
liefert fur «= x,° 
xy 
; dx 
. ai=aPsin gy [oy (6) 
Abb. 2. Torsionsscherungs-Diagramm der Welle. = 0 
also entweder y,=0 fiir alle Werte von P oder |y,|=0 far 
XL 
ar eNa es Saxe ged i dx 
Es 2am 3in' 93 ay My J Ow) (7) 


0 
im Einklang mit (2). Die Verzweigungsstelle der Kraft ist P; (3) (mit « statt «), und dieser 
Wert tritt als Eigenwert auf, wenn man (4) mit sing, ~ q, linearisiert. 

Voraussetzung fiir die Giltigkeit der Lésung (2) ist, daB das Torsionsmoment M,=aq,/x; 
unter dem Wert des Knickmoments M’=22{/x, der Welle bleibt, wo f die Biegesteifigkeit ist. 
Dies fiihrt fiir kreiszylindrische Wellen wegen B/~«=1-++», wo v die Poissonsche Zahl ist, auf die 

stets erfiillte Bedingung y,<2a(1+¥). AuBerdem mu8 vorausgesetzt werden, 


Y ) daB die zu P, gehérenden Torsionsspannungen noch im Hookeschen Bereich 
Y liegen. 
> Wenn die Krafte P gemaB Abb. 3 durch Schubstangen von der Lange b auf 


die Welle ibertragen werden und in Fihrungen laufen, so kommen im wesent- 
lichen die gleichen Ergebnisse, falls b nicht zu klein gewahlt wird. Die Formel 
(2) wird zwar etwas umstandlicher, am Eigen- und Verzweigungswert (3) ist aber 
lediglich a zu ersetzen durch a(1+a/2b). 

AuBerdem kann man natirlich in jedem Falle die Welle durch eine Spiral- 
feder von der Steifigkeit «/x, ersetzen, wenn man dabei jede Auslenkung aus 
der Federebene verhindert. 


3. Das Eigenwert- und Verzweigungsproblem zweiter Art. Nach diesem ein- 
fachsten Beispiel eines Scherproblems wenden wir uns dem allgemeinen Falle 
zu. Wahrend die gewéhnlichen Eigenwertprobleme (erster Art) in der Regel 
durch eine Differentialgleichung von der Form L(y) =AM/(y) nebst Rand- 
bedingungen definiert werden!, worin j der Eigenwert ist und L und M lineare 
homogene Differentialoperatoren von gerader Ordnung sind, so werden die hier 
zu untersuchenden Eigenwert- und Verzweigungsprobleme zweiter Art gekenn- 
zeichnet durch Differentialgleichungen von der Form 


TERS cea Liy) = Fh Yy Yo.) mit y= ym =H (a 8) 

nebst Randbedingungen, wobei L ein Differentialoperator ist, der auch von ungerader Ordnung 

sein darf und die unabhangige Variable x enthalten kann, wogegen F die abhangige Variable y 

nicht enthalt, wohl aber mindestens einen der Werte y,, yj,... der abhangigen Variablen und 

ihrer Ableitungen an der Stelle x,, die nicht unbedingt am Rande liegen muB. 
Ist das den Randbedingungen geniigende Integral von (8) 


y =GC(A, % yb Ys 5--)> (9) 


so liegt ein Eigenwertproblem zweiter Art vor, falls G linear homogen in y,, yj,... ist; ein Ver- 


1 Es gibt auch noch allgemeinere Formen. 


” 
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zweigungs problem kann vorliegen, falls G nicht linear in y,, y{,... ist, aber wenigstens mit 
¥y=¥1=.---=0 identisch verschwindet. 


Ist insbesondere G von der Form 


; G=A[y1Po(*) + yi Pi(x) + ++], (10) 
so gilt 
91 = Alys Po(%) + ¥1 Pi(%) + +++], 
41 = Alyy Pol) +91 Pi(as) +--+]; | a) 
und die Eigenwerte A sind somit die Wurzeln der Determinantengleichung 
~ | A po(%)—-1 A py (m4) 
Apo(m) = Api(*)—1 ioe ee) 


Im Gegensatz zu den Eigenwertproblemen erster Art fir kontinuierliche Systeme, wo in der 
Regel unendlich viele (allerdings nicht immer lauter brauchbare, z. B. positive) Eigenwerte A vor- 
handen sind, gibt es hier auch bei kontinuierlichen Systemen nur eine endliche, in. der Regel 
sogar sehr kleine Anzahl von Eigenwerten. 


Eliminiert man yj,... aus (10) und der zweiten sowie den etwa noch folgenden Gleichungen 
(11), so erscheint die Eigenfunktion in der Form 
¥ = ¥1 H(A, x) (13) 
mit willkirlichem Wert yj. 
Wenn G nicht linear in y,, y;..., aber zugleich mit ¥ys ¥i--. verschwindend ist, so eliminiert 
man y;,... aus (9) und aus y; = (0G/0x),—.,,... und erhalt 
Vea (Aa. vy) mit Ki 0 fury, 0 (14) 
und somit } 
¥1 = KA, 1)» (15) 
und dies besagt, das y,=0 und folglich y=0 fiir alle Werte von A méglich ist (trivialer Fall), 
daB aber auch Lésungen y, +0 und also y==0 existieren kénnen, falls A geeignet gewahlt wird. 


Um die Bestimmungsgleichung fiir den oder die zu y, +0 gehérenden Werte A zu finden, darf 
man voraussetzen, daf fir A=0 auch K=0 wird, und daB mit zunehmendem A auch |K| monoton 
wachst. Denkt man sich dann, was fiir technische Scherprobleme stets erlaubt sein wird, K in 
eine Potenzreihe nach y, entwickelt, so erhalt man wegen K=O fiir y,=0 

: K EGA ; 
n= ns), Fora) t* mit x= 7x, ; 

Damit ein Verzweigungspunkt vorhanden ist, muB diese Gleichung fiir von Null verschiedene, 
aber unendlich klein werdende y,, neben denen héhere Potenzen von y, vernachlassigbar sind, 
erfillt werden, und dies ist der Fall, wenn 

(PEC eh) ary (16) 

ay y1=9 

wird. Dies ist die gesuchte Bestimmungsgleichung fiir den oder die Verzweigungswerte A. 


Ist insbesondere 


K (A, x. yy) = AK" (xs 94) » (17) 

_so wird der einzige Verzweigungswert 
5 0 K* (%1 ¥1) 18 
a= if a1 ae oy 


Die folgenden Beispiele werden diese allgemeine Theorie (die man leicht auch schon an Hand 


von Ziff. 2 bestatigt) erlautern. Von einer etwas allgemeineren Ausgangsform als (8) wird in 


Ziff. 8 noch die Rede sein. 


4. Zug- und Druckscherung von Stiben und Schraubenfedern. Bei der Anordnung nach 


Abb. 4 wird ein Stab durch eine Zug-(Druck-) Kraft 2P tg y, = 2 Py,/Ve—y¥ beansprucht. 
Ist 5(x) seine (méglicherweise ‘schwach veranderliche) Zugsteifigkeit, so gilt also fir die Ver- 


sschiebung y des Querschnitts x 


By oP ee (19) 


1 4 we “Sie a + oo) a Pal ope yu ~ SSE aig AN eee ea aa YAO ail 
Pole ot PS bed 3 is oe 


4 
Ib 


oe > 
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mit der Randbedingung y=0 fir x=0. Das Integral 


; dx 

Gy See ata -|aa (20) 
: Ve —y2 J 6 (x) 
fiihrt nach der Linearisierung | xx b auf den Eigenwert 
os Ct 
bd nal 1 dx 
— ——S=S={2= = ——_ ff ———— 21 
aa Dee ot Fy tr Ba / O(x) ” eel 
0 


bei welchem Zugscherung oder Druckscherung mit Stabverlangerung oder -verkiirzung eintritt. 
Um den Verlauf der Scherung zu verfolgen, schreibt man (20) mit x=, und. dem Wert 

P, (21) in der Form wi Pe me ; . (22) 

"Ps V1i-(/by : 

und dies ist in der Tat eine Verzweigung an der Stelle P=P, [in Ubereinstimmung mit (18)]. 

Uberschreitet P den Wert P,, so existiert zufolge (22) (auBer y,=0) keine Gleichgewichtslage 

mehr: der Stab verlangert oder verkiirzt sich sprunghaft bis zu einem etwaigen Anschlag. 
Das Scherdiagramm nach (22) zeigt Abb. 5; es ist in den Koordinaten = P/P, und n=y,/b 

ein Halbkreis vom Halbmesser 1. In der Tat ist, sobald die Verlangerung oder Verkiirzung y,=5b 


Abb. 5. Zug- (Druck-) Echerungs- 
Abb. 4, Zugscherung eines Stabes. Diagramm des Stabes. Abb. 6. Biegescherung eines Stabes. 


des Stabes erreicht und also der Winkel y, in Abb. 4 zu 90° geworden ist, eine beliebig kleine 
Kraft P imstande, diesen Zustand aufrecht zu erhalten. LaBt man dann den Winkel y, und 
mit ihm y, stetig abnehmen, so muB die Kraft stetig wachsen, bis sie mit ly, 0 beim Wert — 
P=P, angelangt ist. Nunmehr kann man die Kraft P wieder entfernen. f 

Bei gewohnlichen Staben laBt sich die Zug- oder Druckscherung héchstens fiir sehr kleine 
Stangenlangen b verwirklichen, da die erforderliche Kraft P, sonst aus dem Hookeschen Bereich 
heraustritt; dagegen kann: bei Schraubenfedern (statt Staben) dieser Scherungsvorgang recht 
wohl zu nitzlichen Anwendungen fihren. 


5. Biegescherung von Stiben. Bei Stiiben kann eine Biegescherung in mannigfacher Art 
hervorgerufen werden. Wir wollen einige Falle betrachten. 

a) Ein links eingespannter Stab trage rechts.ein Paar von Kraften P, die senkrecht zur 
unverbogenen Stabachse an einer starren Querstange von der Lange a angreifen, die hier und 
im folgenden nur der Deutlichkeit halber als tber den Querschnitt hinausragend dargestellt 
ist (Abb. 6), aber auch einfach ein Teil des Stabquerschnitts sein kann. Mit der Stablinge x, 
und der Biegesteifigkeit 6 erhalt man fir den Ausschlagwinkel g, als Ausdruck fiir die Gleich- 
heit des Biegemoments mit dem Moment der Krafte P 
ie 
fat 
also dieselbe Gleichung wie in Ziff. 2. Die Ergebnisse der dort behandelten Torsionsscherung 
kénnen daher (mit # statt ~) samtlich auf die Biegescherung tbertragen werden, fir Stahl- 
binder unter giinstigen Umstanden sogar bis zu dem fiir P—>oo erreichbaren Wert Oi= 1, 
wobei das Band dann zu einem Halbkreisbogen verformt ist. 


6 


Qi=aPsing,, . (23) 


gg 


:* 


. 


' aX, 


¥ 
~ 


j 


> 


_ und allgemein, wenn die Stange a mit der Endtangente einen beliebigen Winkel y in der Ebene 


also die Lésung 


* 


anerpreblosse! 

Sep oes ¥ Tag ; " ie 3 5 « 

‘ Das gleiche Ergebnis kommt fiir den Fall, daB® die starre Stange a in der Endtangente des 
Stabes liegt und die Krafte P die urspriingliche Richtung der Stabachse beibehalten (Abb. 7) 


) 


der Stabachse und der Krafte P bildet und die Krafte P auch hier die urspriingliche Richtung 


der Stange beibehalten. In allen diesen Fallen ist die Biegescherkraft 


Pence 


(24) 


__b) Ist der Stab beiderseits drehbar gelagert, und wirkt am einen Ende das Paar von Kraften P 
(Abb. 8), so hat man in den Lagern ein Kraftepaar (Q, Q) mit Qx,=a P(—y{) hinzuzunehmen. 
Beschrankt man sich der Einfachheit halber auf unveranderliche Biegesteifigkeit fp und kleine 
Biegungen y, so hat man den Ansatz 
hao CN ES a, 
POR yw 
1 


mit den Randbedingungen y=0 fir x=0 und x=x, und 


aP , l ; . 
ee: er Soe fet ae 5 
, 1p la ‘égese erung eines Stabes 
ie of yi(x2 3.22), Abb. 7. Biegescherung Stabes, 
und dies fihrt mit y; =ax,Py,/38 zu der Biegescherkraft 
P=. eee) 
- He ig 


HY 
q 


' 


‘Abb. 8. Biegescherung eines Stabes. 


Abb. 9. Biegescherung eines Stabes. 


Abb. 10. Doppelte Biegescherung cines Stabes. 


c) Ist der Stab links eingespannt und rechts, am Ort der Saherkratte P, drehbar aufgelegt 


_ (Abb. 9), so verlauft die Rechnung mit einer zunachst unbekannten Stiitzkraft Q im rechten 


Lager und also ausgehend von dem Ansatz 


By” =Q(x—x) —a P(-y;) 


Bachet den Randbedingungen y=y’ =0 fiir x=0 und y=0 fiir x=, ganz ahnlich wie im Falle b) 


und liefert die Biegescherkraft 4 4p one 


a xX, 


(26) 
d) Wenn man den beiderseits drehbar gelagerten Stab beiderseits mit Kraftepaaren (P, P) 
belegt (Abb. 10), so kommt die Biegescherkraft 
te 2B 
LP; ; Oe ET, 


@ X 


(27) 


wie man durch Vergleichen von Abb. 6 und 10 aus (24) mit $x, statt x, entnimmt. (Eine zweite 
mégliche Biegescherung bei dieser Doppelbelastung wird in Ziff. 7 untersucht werden.) 

Es ist bemerkenswert, das die vier Biegescherkrafte (24), (27), (25) und (26) sich bei gleichen 
Werten von f, a und x, wie 1:2:3:4 verhalten. 


e) Nun mége der beiderseits drehbar gelagerte Stab von der Linge x, in der Entfernung 
x,< 4%, vom linken Ende durch die (auf der urspriinglichen Stabachse senkrechten) Scherkrafte P 
angegriffen werden (Abb. 11). Das (durch f geteilte) Biegemoment M ist eine Zackenfunktion, 
die an der Stelle x=x, den Sprung —Ay; macht, wenn man die Abkirzung 


Vea 


28 
B (28) 


sha a cae ae Foe 
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beniutzt. Mithin lautet der Ansatz (8) ‘ 7 
y= F(A, x93) (29) 


mit 


[an = fir 0OSa<x, | 
) _ (30) 


“lay: (ean fir 7 ¥ sx,. | 


Das zu den Randbedingungen y=0 fir x=0 und x= x, 
gehérende Integral von (29) ist 


Abb. 11. Biegescherung eines Stabes. 


Lg SERRE ser Xo 
ya ay lee te( get Sa) +i9 AAS8T) 
mit ; 
0 fir 0S 1 =x, ), eh 
ole esa gre GUT Aer Sa ee we 
.und also > 
2 2 %, 
y= Ay, | A 4S —m Fi (a). (33) 
2 
Dies gibt an der Stelle x=, 
; , 7! Kg — 3% (x,—% 
y= Ay, “op: — 2 1) 
woraus der Eigenwert 
I Naar aN (34) 


XQ” — 3% (%_ — %) 
folgt. Das bedeutet gemaB (28) und mit den beiden Stababschnitten x,=1, und x,—%x,=l, eine 
Biegescherkraft : f 


oe 3B +1, ; 
IR og are FE LY (35) 


f) Wenn derselbe Stab links eingespannt ist (Abb. 12), so hat man mit einem zunachst noch 
unbestimmten Einspannmoment — M, statt (30) 


; (Ay; | =) ze me fir QS 24545 
PF (A, x; yi) = a : aa B (36) 
, x 5 
(Axi+ aati) far %) <2 0 Sx, : 
und findet mit den zugehérigen Randbedingungen y=0 fir x=0 und x=, sowie y’=0 fiir x=0 
ae peer inn 55 Xy 3) Bae x3 
y=Ayi|5 t anal! VERE te + £()] (37) 
mit 


sea) =| (38) 


ua (x?-+ x1). 


Aus y’ folgt dann vollends der Eigenwert 


ae A %5% 
(4 x93 — 12 x, xo? 4+ 12 x)? x. — 3 x3) ? 
der sich mit x,=1, und x,—x,=I, in die Biegescherkraft 


p46 _G+hy 


(39) 


(40) 
Abb. 12. Biegescherung eines Stabes. A 1 C . 4h) 
umrechnet. 
g) Bei beiderseitiger Einspannung des Stabes erhalt man in ahnlicher Weise 
ns x93 
Xy (3 — 4 x, x9? + 6 x4? x2 — 3 x43) (41) 
und daraus die Biegescherkraft 
ee (, +1) 
* a Lb? — 41,41) - (22) 
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h) Wahrend in den bisherigen Beispielen fiir die Biegescherung das Schermoment proportional 
zu y; war, wollen wir es nun als proportional zu y, annehmen. Die Verwirklichung ist auf man- 
nigfache Art méglich, z. B. nach Abb. 13, wo der links eingespannte Stab rechts eine starre 
Querstange trigt, von deren Enden ein Seil iiber eine Rolle geht, an deren Achse die eine der 
beiden Krafte P in einer Fihrung angreift, so daB sie in der urspriinglichen Stabachse bleibt, 
wahrend die andere Kraft P am Stabende sitzt. Man hat hier den Ansatz 


. By" = Py, (43) 
und erhalt 
ae ae cae 
Seer aay ash Bla) (44) 
0 0 
und hieraus die Biegescherkraft 
xy x , 
dx* 
Po= Vs : 5 
HP Bas ) 
0 0 
insbesondere fiir unverdnderliche Biegesteifigkeit 8 einfach 
ape i 
P= mae (46) 


Diese Scherkraft ist kleiner als die zugehdrige Eulersche Knicklast P,=7?f/4x2, und man 
hat das paradox anmutende Ergebnis, daB infolge der hinzutretenden Zugkraft P (die an der 
Rolle angreift) die Knicksicherheit des Stabes herabgesetzt wird. 


Abb. 13. Schermoment proportional zu y,. Abb. 14, Schermoment proportional zu (y, —ay,’). 


i) Zum allgemeinen Fall von Ziff. 3 fihrt eine Anordnung nach Abb. 14, wo das freie Stabende 
auBer einer starren Querstange, die die Zugkraft P vermittelt, noch eine mit der Endtangente 
der Stabachse verbundene Langsstange von der Lange a tragt, an deren Ende die Druckkraft P 
angreift. Das Biegemoment ist hier gleich P(y,—ay;), und so kommt der Ansatz 


By" = P(y,— an) - (47) 
Er liefert fir unveranderliche Biegesteifigkeit 6 folgende Form der Gleichungen (11) von Ziff. 3: 
Aly ay) oe 
fi Ai 29) 57? | ==. 
y= Ay — a9) 


Die zugehorige Determinantengleichung (12) gibt aufgelést 
9 
jet Zee BE (48) 


%1(x,— 2a) ” 
also die Biegescherkraft 


Pega he A (49) 
BN Wat (1-2) | 

Der Vergleich mit (46) zeigt, dafs durch die Langsstange die Biegescherkraft erhoht wird, 
solange 0<aS +x, ist. Wahlt man a= 5%, also gleich der halben Stablange, so wird P,;= ©, 
die Biegescherung also vollstandig verhindert..Die Erklarung liegt darin, daB dann der End- 
punkt der Langsstange (im Rahmen der Genauigkeit der linearisierten Rechnung) auch bei 
einer zufalligen Auslenkung y, gerade auf der urspriinglichen Stabachse liegen bleibt. Ist 
a> 5% so wird P,<0; die Biegescherung tritt dann also bei Kraften P, ein, die umgekehrt 
als wie in Abb. 14 gerichtet sind. 

8 
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k) SchlieBlich sei noch die durch Abb. 15 perspektivisch skizzierte Biegescherung erwahnt, 
bei welcher (mit Beschrankung auf kleine Auslenkungen) die Endkraft Q=2Py,/b auftritt, 
so da®B der Ansatz.lautet 

2P¥, 


pyr 5 “(x1 —x). (50) 
Man findet daraus die Biegescherkraft 
3bB : 
Pees 51 
: 2X4" (ot) 
x p’ Pp’ 
a Y g 
P P 
Abb. 15. Biegescherung eines Stabes. Abb. 16. Knickung eines Stabes durch Zug. 


6. Stabknickung durch Zugkrafte. Man wird von dem vorletzten Beispiel auf eine nahe- 
liegende Anordnung gefihrt, die ein aus erster und zweiter Art gemischtes EKigenwertproblem 
definiert und durch Abb. 16 dargestellt ist. Dieser Fall ist bemerkenswert: er zeigt, daB ein Stab 
auch durch Zugkrafte geknickt werden kann. Denkt man sich auBer den Zugkraften P die beiden 
sich aufhebenden Krafte P’= P am Stabende x= x, hinzugefiigt, so erkennt man, daB das Biege- 
moment an der Stelle x den Wert Py—aP(—y;) hat. Somit lautet der Ansatz 


~ 


TA a Perea): MN a eg (52) 
Das allgemeine Integral 
y=A boi ax+ BGinax—ay; 
liefert mit den Randbedingungen y=0 fir x=0 und x=x, 


/ , 1—Goj wx ; aX x 
Ax ay (aa a Ok 1 
ve BE Gin « x, 


so daB 
y = aay, (sin ax — XG “S Cof a) 
wird. Dies gibt 


y= aay, (cin ax, — “st Cof 0%) = aay, =s 
und somit fiir « die Gleichung 
x Xy yy 
as) (53) 


Fir groBe Werte x,/2a ist genahert — ~ 1 und also « & l/a 
oder die Knickkraft 


B 
Pur te (4 > 2a). (54a) 


Fur kleine Werte von x,/2a kommt wegen & gq & ~ &2 


7 2 
2p 
Abb. 17. Die Kurve »=& Tq &. : Pr i (x, < 2a) 3 (54 b) 


aX, 


7 Ein Problem mit zwei Scherkriiften. Man kann leicht Beispiele finden, bei denen mehr 
als ein Paar von Scherkraften auftritt. Einen einfachen Fall zeigt Abb. 18 als Verallgemeinerung 
von Abb. 10. AuBer den Scherkraften P) und P, hat man in den Lagern ein Paar von Stiitz- 
kraften Q, fiir welche : ; 

QO x, = a) Poy) — a Pi (— 9; 
ist. Der Ansatz ‘ a ee 
By" = Qx— dy Py yo = (a) Po yg + a, Py y;) — 


x 
xy 


— dy Poy, (55) 


Sie laBt sich mit E=- ax, an Hand von Abb. 17 graphisch lésen. | 
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liefert mit den Randbedingungen y=0 fir x=0 und x=x, | 
: 1 {2 
/ ieee p ie ya FE 
PO Mog Hoot Figs) Go tab o¥o og + 0| |: 
1 i 1 i ay 
+ (Poy — = Py) m2, “ 
% 
und dies fihrt auf | 
Bop 1 oy 1 ; l, 
By = 34 Pom yo—-GuPin yn | : 
7 1k P 4 i P Ua (56) 
By. eae "6; % © 0%1 Yo sf SY ae at Abb. 18. Doppelte Biegescherung eines Stabes. 


Die gleich Null gesetzte Determinante der Koeffizienten von y, und y; erzeugt die Scherbedingung 


se i (57) 
und diese wird in einem kartesischen (&, 7)-System durch eine Hyperbel mit den Asymptoten 
E=4 und 7=4 dargestellt (Abb. 19). Eine Biegescherung wird jedesmal dann hervorgerufen, 
wenn die beiden Kraftepaare (P,, P,) und (P,, P,), die auch negative Werte annehmen dirfen 
(Zug statt Druck), so aufeinander abgestimmt sind, daB ihre Werte € und 7 einen Hyperbelpunkt 
bilden; und zwar geben die dem linken Hyperbelzweig angehérenden Wertepaare (P5, P,) Scher- 
formen nach Abb. 18, die dem rechten Zweig angehérenden Wertepaare (Pp, P,) dagegen Scher- 
formen mit Wendepunkt gemaB Abb. 20, wie man erkennt, wenn man etwa die erste Gleichung 
(56) in der Gestalt 


En—4€—4yn4+12=0 mit F=- 


q 
schreibt. Setzt man y,>0 voraus, so wird, wie man leicht nachpriift, y;<0 fiir alle Punkte 
(€,7) des linken Hyperbelzweiges, dagegen y;> 0 fiir alle Punkte (&,7) des rechten. 

Wird a, P,)=a,P,, also =n, so wird ent- 
weder €=y=2 oder €=74=6. Der erste Fall ist 
identisch mit dem Beispiel d) von Ziff. 5, den 
zweiten Fall hatten wir dort in Aussicht gestellt. 


| 


ee 


Abb. 20. Scherformen mit Wendepunkt. 


Abb. 19. Scherbedingung der doppelten Biegescherung. 


8. -Biegescherung von Platten. Man hatte das Biegescherproblem des Beispiels b) von Ziff. 5 
auch so lésen koénnen, daB man statt von dem Ansatz By” =a Py;x/x,, dessen rechte Seite y, 
enthalt, von dem allgemeinen Ansatz fir Stabe ohne kontinuierliche Last y’’’’ =0 ausgegangen 
ware und die vier auftretenden Integrationskonstanten durch die zwei geometrischen Rand- 
bedingungen y,=0 und y,=0 und durch die zwei dynamischen Randbedingungen vo +0 und 
By; =aPy; bestimmt hatte, deren letzte das Problem zu einem Eigenwertproblem zweiter Art 
stempelt. Man iiberzeugt sich durch eine kurze Rechnung davon, daf auch so das frihere Er- 
gebnis (25) fiir die Biegescherkraft kommt. . 

Bei Biegescherproblemen von Platten empfiehlt sich dieser zweite Weg. Wie zeigen ihn an 


vier Beispielen auf. 
8* 
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a) Eine Kreisplatte vom Halbmesser r, und der Dicke h (Abb. 21) trage an ihrem Aufenrand 
zwei entgegengesetzt gleiche, kontinuierlich und gleichmaSig verteilte Ringlasten von der GréBe p 
je Langeneinheit des Randes, welche an einem Ring von der Breite a angreifen. Der Ring soll, 
wenn er bei der Biegescherung der Platte umgestiilpt wird, von sich aus keinen zusatzlichen 
Umstilpwiderstand ausitben, also etwa aus hinreichend dicht liegenden starren Staben oder 
einfach aus dem Plattenrand selbst bestehen. 


Die Differentialgleichung fiir die Durchbiegung z der Kreisplatte ohne Last 
d [1 dj dz ; 
4 = 8 
wis dr (7 ol 0 (58) 


2=A+Br+Clnr. | (59) 


’ 


Fir Kreisplatten ohne Mittelbohrung muB C=0 sein. Die geometrische Randbedingung z=0 
fiir r=r, verwandelt dann das Integral (59) in 


z=— B(ri—r?). (60) 

Auf einen Sektor vom Zentriwinkel dg entfallt beim Eintritt der Biegescherung ein Rand- 

moment apz,:r,dg. Andererseits ist das von den Radialspannungen herrtthrende Biegemoment, 
sofort fiir den Rand angeschrieben, gleich 


Eh? eee, 
a (apy: ey ats ve) Ty YP ’ 


hat das allgemeine Integral 


Abb. 21. Biegescherung einer Kreisplatte. Abb. 22. Biegescherung einer Kreisringplatte. 


wobei EF den Elastizitatsmodul und y die Poissonsche Zahl bedeutet. Die dynamische Rand- 
bedingung erfordert die Gleichheit beider Momente, und dies gibt mit (60) 
Eh 
12(1—r) ° 
' Da mit B=0 auch z identisch verschwinden wirde, ist eine Biegescherung nur méglich bei 
einer hieraus mit B+0 folgenden Biegescherlast (je Langeneinheit) 
al Feri he 
are ry ay xt 


Bapr,= 8B 


(61) 


b) Eine Kreisringplatte vom Innenhalbmesser ry, und AuBenhalbmesser r, trage am Innen- 
rand ein Paar von Ringlasten p je Langeneinheit (Abb. 22). Die geometrische Randbedingung 
z=0 fir r=ry verwandelt das allgemeine Integral (59) in 


4 T 
ie (iti ee (62) 
Die dynamischen Randbedingungen am Innen- und AuSfenrand 
Eh$ Dy, rae ; 
ee a oe = ap(—%) » 
zy 2 =0 
liefern mit (62) zwei lineare homogene Gleichungen fir B und C: 
Eh Eh? C 
2| 12(1—») + apr] B— | 12 (1-9) —apn| sz =, | (63) | 
2(1+%)B-(l-)) S=0. 


1 
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Sollen B und C nicht verschwinden und dadurch die Durchbiegung tiberhaupt verhindern, 

so mufi ihre Koeffizientendeterminante Null sein, und dies liefert alsbald die Biegescherlast 

(je Langeneinheit) 

Eh re—ro? 

l2ary (1—v)r2+(1+7)r2 * 
Die Biegeform, d.h. die Eigenfunktion unseres Problems erhalt man, wenn man C aus der 

zweiten Gleichung (63) in (62) einsetzt, zu 


‘ 1 ; 
frp. (r@—re tet re In) : 


Ps = (64) 


l—y»y 


Da . 


eee aes Pra 


l=y 


in der ganzen Ringplatte das entgegengesetzte Vorzeichen von z hat, zeigt Abb. 22 den Meridian- 
schnitt der verformten. Platte richtig an. 


| 


ay 


Ty 1 
E| Tire 
[> Po 7 Po 


Abb. 23. Doppelte Biegescherung einer Kreisringplatte. Abb. 24. Doppelte Biegescherung einer Kreisringplatte. 


c) Weiter handle es sich um eine Kreisringplatte, die gemaf Abb. 23 von je einem Paar 
von Ringlasten p, und p, am Innen- und AuBenrand angegriffen wird. Hier gelten die dynamischen 
Randbedingungen 

Eh? nt ky, / 
12(1—») ie EY a == Uy Po (2) + 
Eh? ” Ba / 
12 (1—»2) Gi ae + ) paige it ayy 
Der Ansatz (62) liefert fiir B und C zwei lineare homogene Gleichungen., deren erste mit der ersten 
Gleichung (63) identisch ist (mit agp, statt ap), und deren zweite aus ihr offenbar dadurch 
hervorgeht. da man ry und agp, ersetzt durch r; und —a,p,. Dies fihrt mit den Abkirzungen 


12 a) rop 12a,7r,p 
po Hye y= Bae (9 
auf die Determinantengleichung 
| [ee ITs | on) eI | 
(i=) 4-1) 7 (l+)9+1 


oder aufgeldst 

(l—y) 79? = (+9) 7? 8 (1) re? + 9) ri? NA aw? 

(1—v2) En —- Se ee E ee AAPL =O. (06) 

Diese Gleichung wird in einem kartesischen (&, 7)-System durch eine Hyperbel dargestellt, 
die ebenso verlauft wie diejenige in Abb. 19, jedoch mit den Asymptoten 


(tyr? + 9) 12 _ Aaa)rP +49) 2 (i) 


fom (1—»?) (F2—T9?) Meer AE, (1—»") (72 —1;") 
Zusammengehorige Werte 


Eee Eh? 
Po" Daan, 2? als Re age 
deren Parameter & und 7 die Gleichung (66) erfiillen, also durch Hyperbelpunkte dargestellt 
werden, bringen die Biegescherung der Ringplatte hervor; und zwar gehéren Punkte (&, 7) des 
linken Zweiges zu einer Scherform nach Abb. 23, solche des rechten Zweiges zu einer Scherform 
nach Abb. 24, wie man analog zu Ziff. 7 beweist. 


(68) 


BS ee 
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ea 
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d) Endlich behandeln wir noch den technisch wohl besonders wichtigen Fall, daB eine am 
Auf®enrand eingespannte Kreisplatte an einer starren Mittelachse befestigt ist, die durch ein 
Paar von (in der Entfernung a) senkrecht zur Platte wirkenden Kraften P zum Ausscheren 
gebracht werden kann (Abb. 25). Ist yp der kleine Drehwinkel der Mittelachse beim Ausscheren, 
so ist das Schermoment M=a Pq, gleichzusetzen dem elastischen Rickstellmoment M=x 
der Ringplatte, wo x der Steifigkeitsfaktor bei dieser Art von Plattenbiegung ist. Mithin wird 


die Scherkraft P, = x/a. s 
(ra) 
70 ° 
g 
6 
y 
2 
7 
a 
2 ¥ 6 ge 70 
Abb. 25. Biegescherung einer Platte mit Mittelachse. Abb. 26. Die Scherfunktion f(r,/r,). 


Bei der Berechnung des Faktors x kénnen wir uns nun gliicklicherweise auf eine schon fir 
einen anderen Zweck durchgefihrte Rechnung von H. Reifner} stiitzen, die ein federndes Uni- 
versalgelenk behandelt, bei dem die Ringplatte am Innenrand eingespamnt ist, wahrend der 
(eben bleibende) AuSenrand um einen Durchmesser gedreht wird. Das Reifnersche Ergebnis 
laBt sich durch eine einfache Umrechnung auf unseren Fall tibertragen und liefert mit x die Biege- 
scherkraft 


hs Ty a r Ty ee | 
Pee ae ie) mit les) = Ihe E zs ae : (69) 


Die Funktion f(r,/ro) ist iber der Abszisse r,/rg in Abb. 26 aufgetragen. Sie wachst mit r;—pr ~ 


tber alle Grenzen und geht iit r,/r7p— oo gegen Null. Eine Platte mit sehr dinner, stiftartiger 
Achse hat also nur eine sehr kleine Scherfestigkeit. 


(Eingegangen am 12, Dezember 1947.) 


; Anschrift des Verfassers: 
Professor Dr.-Ing. Dr. Richard Grammel, (14a) Stuttgart N, Robert-Bosch-SiraBe 101. 


1 H, ReiBner, Ing.-Arch. 1 (1929) S. 74. 
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Die quadratische Platte bei Schubbelastung oberhalb der Beulgrenze. 


Von T. E. Schunck. 


1. Einleitung. Bei det Berechnung von Platten ist es aus mathematischen Griinden manch- 
mal erforderlich, die Randbedingungen an den Schmalseiten zu vernachlassigen, d. h. die Platte 
durch einen unendlich langen Streifen zu ersetzen. So haben Kromm und Marguerre das Ver- 
halten eines von Schub- und Druckkraften beanspruchten Plattenstreifens oberhalb der Beul- 
grenze! untersucht. Um den EinfluB der Randbedingungen an den Schmalseiten einer endlichen 
Platte beurteilen zu kénnen, ist es erwiinscht, einige Sonderfalle numerisch unter Beriicksichti- 
gung dieser Randbedingungen zu berechnen und das gewonnene Ergebnis mit dem fiir den 
Streifen zu vergleichen. Der gréBte Unterschied muB sich bei der quadratischen Platte ergeben. 


Es soll deshalb in der vorliegenden Arbeit eine an vollkommen dehnungs- und biegungssteifen 


Randtragern eingespannte quadratische Platte berechnet werden, die auf Schub wtber ihre 
Knickgrenze hinaus beansprucht wird. 


2. Grundlagen der Berechnung. [iir diese Untersuchung wollen wir die Theorie der ge- 
krimmten Platte groBer Formanderung von Marguerre? fiir den Grenzfall verschwindender 
Krimmung heranziehen. Sie wurde vom Verfasser auch fir eine andere, kiirzlich in dieser Zeit* 
schrift veréffentlichte Arbeit bentitzt, und es sei auf die dort? gegebene Darstellung verwiesen. 

Sind x und y rechtwinklige Koordinaten in der Plattenebene und u und v die zugehérigen 
Verschiebungen sowie w die Ausbiegung senkrecht zur Plattenebene, so werden die Dehnungen 
der Plattenmittelflache [a. a. O. Gl. (2.04/5) fir z=0 mit W=0] 


ope Gee f 
ees @ 


und die Gleitung [a. a. O. Gl. (2.07) fir z=0 mit W=0] 
du dv dw dw 
y RL TEES oy 
Geht man damit in die Formanderungsenergie [a. a. O. Gl. (2.09) mit h als Plattenstarke, E als 
Elastizitatsmodul und y als Querkontraktionszahl] 


A= ff [(ex+ey)*# = 2(1—») (ex2y-4)| dx dy + | 


Sparse fi Megey tells Ue geri rt Ace | 


ein, so wird diese eine Funktion von u, v und w. Die Differentialgleichungen fiir diese Verschie- 
bungen erhalt man durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen, wonach die 
_Variationen von A; nach u, v und w verschwinden missen. Dies fiihrt auf dem iiblichen Weg 
zu den Gleichungen 


1l+y oO du dv dw dw dw dw 1 r) dw \2 dw |e 5 
Au 1—y (ee ee oe dx dy Ox dy? l—y Ox (5*) Bee =q(w), (5) 


1l+y 9 du dv\ dw 0? w dw d2w J Pr) ie 2 aw ‘le 6 
BAe cas eee a “Ox dxdy dy dx® Iv dy ise) eos CP Rake) 


(4) 


fir die Verschiebungen in der Plattenebene und zu der Differentialgleichung fur die Ausbiegung w 
fa. a. O. Gl. (2.16) mit W=0] 
Eh? 0? w 0? w 0% w (7) 


12 (1—v) A A WW. = Ox 


1 A, Kromm u. K. Marguerre, Luftfahrtforschung 14 (1937) 5. 627. 
2 K. Marguerre, Proc. 5th Int. Congr. Appl. Mech. Cambridge, Mass. (1939), S. 93. 
3 T. E. Schunck, Ing.-Arch. 16 (1948) 5. 404. 
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In der letzten Gleichung sind ox, oy und t die Spannungen in der Plattenmittelebene, dice 
mit den oben angegebenen Dehnungen und der Gleitung gema}} 


on = ae (eat 783) : (8) 
Oy = apes (€y + ¥ Ex) (9) 
und 
E 
= 30H? eH 


[a.a. O. Gl. (2.10 bis 12)] zusammenhangen. 

Setzt man diese Werte in die Gleichung (7) ein, so hat man in den Gleichungen (5), (6) und 
(7) ein System von drei gekoppelten, nichtlinearen Differentialgleichungen fir die drei Ver- 
schiebungen. 

Dieses System wollen wir schrittweise lésen, indem wir zuerst eine Ausbeulfunktion w(x, y) 
annehmen und aus den Gleichungen (5) und (6), deren rechte Seiten q(w) und Q(w) nunmehr 
bekannt sind, die Verschiebungen wu und v berechnen. Diese geben wiederum in Verbindung mit 
den angenommenen Ausbeulordinaten w nach den Gleichungen (8) bis (10) und (1) bis (3) Nahe- 
rungswerte fiir die Spannungen. Mit diesen kénnen wir aus der Gleichung (7) verbesserte Aus- 
beulordinaten w bestimmen, mit denen wir den Kreislauf so lange wiederholen, bis die aus zwei 
aufeinander oe Naherungen bestimmten Werte in dem gewinschten Mabe tiberein- 
stimmen. 

Dabei gibt es zwei Moglichkeiten, die verbesserten Ausbeulordinaten aus der Gleichung (7) 
zu ermitteln. Entweder setzt man auf der rechten Seite auBer den Spannungen auch noch die zu 
verbessernden Ausbeulordinaten w ein und hat dann ein gewohnliches Randwertproblem — me- 
chanisch eine in bestimmter gegebener Weise belastete Platte, deren Durchbiegung gesucht wird —, 
oder man setzt auf der rechten Seite der genannten Gleichung nur die Spannungen ein; dann 
wird sie homogen und hat nur fiir bestimmte Eigenwerte eines Parameters — dieser ist hierbei 
eine der Spannungen — nicht-triviale Loésungen. Mechanisch bedeutet das Letztere die Knick- 
grenze einer Platte, die am Rande mit einer ge- 
suchten Spannung (der Knickspannung) belastet 
ist, wahrend tber die ganze Plattenebene bestimmte 
gegebene Zusatzspannungen verteilt sind. 


3. Durchfithrung der Rechnung. Fiir diese Be- 
rechnung legen wir iiber die Platte von der Seiten- 
lange a (Abb. 1) ein Netz von dquidistanten, den 
Seiten parallelen Geraden mit dem Abstand d=a/n, 
wobei wir n=6 setzen wollen, und ersetzen die 
Differentialgleichungen unseres Problems durch 
Differenzengleichungen fiir die Werte in den 25 
Netzpunkten auf der Platte und in den 24 Rand- 
punkten!. Bezeichnen wir irgendeinen Funktions- 
wert im Netzpunkt mit der Abszisse x=id und 
der Ordinate y=kd mit fi,,, so werden die par- 
tiellen Differentialquotienten dieser Funktion in 
einem festen Punkt (i,k) durch folgende finite 
Ausdriicke ersetzt: 


eth fin, k phy Bek fat 


Abb. 1. Die untersuchte quadratische Platte. 


7 San we ae ge Gh 
WF, fityn— 2fin + five xf ms, Pa ee ae i 12 
ee i ae eth (12) 
Ord Fie, Wed el ae UU he rei hentaces S 
Sage pais ae 4d (13) 
1 
A Af — a [20 fix >= 8 (fizre+fi_wet fxrgi heen) ae 2 (fis 1,k4-1 a fei ea = (14) 


+ fizi,b—1+ fi-1e41) + fice t fine + fiers + firs] 


1 Vel. F. Bleich u. E. Melan, Die gewéhaolichen und partiellen Differenzen-Gleichungen der Baustatik, 
Berlin und Wien 1927. 
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_ Die gesamten Verschiebungen in der Plattenebene u, und vg spalten wir in die Verschie- 
bungen der Randtrager und die an den Randern verschwindenden Zusatzverschiebungen u und 
v auf: 


Ue ee ae 4 i (15) 
| Up = Yet — ey +0. (16) 
Da wir dehnungs- und biegungssteife, Randtrager vorausgesetzt hatten, ist 
: &y == Eo ae 0 (17) 
und die Anderung des urspriinglich rechten Winkels zwischen den Tragern 
Y= ar ye. (18) 


An die Stelle der Differentialgleichungen (5) und (6) fiir die Verschiebungen in der Platten- 
ebene treten damit und mit y=1/3 folgende Differenzengleichungen am Punkt (i, k): 
ZaE UiE ae 3(Ui:2, ie “Ie ie, k) aia Uj, kta t Uj, je 


1 ij , t 9 
oF a (541, i Up ae Pee ae Vi-4, k—1) = Qiks ee 


f 7 / 
— 8 v3, + 3(0;, baa + Ui, ea) + ie + Vie + : 
1 , , 7 2 
=f 2 (Ui4a, kia — Uji_14,k+1— Yi+i, ko ate Uj 1, k v) = Qixs ( 0) 
die wir durch Einfihrung der neuen Veranderlichen 
d 
le 
Oy LT Sy am i (21) 
W33 
de 
/ 
Vi, = VQ —- (22) 
Ws3 


dimensionslos gemacht haben. Der Grund dafir wird sich im Verlauf der weiteren Rechnung 
ergeben. 

Die Werte qix und Q;, auf der rechten Seite der Gleichungen (19) und (20) entsprechen Be- 
lastungen in der Plattenebene und sind durch 


jo 


qik = = (@i_1.k — Wi41,4) (3.@i41,4 + 3 Wi_1,k + @i,441 + @i,n~-1 — 8 Wi) + | 
1 (23) 
+ 4 (Wi,k—1 — Wi,k41) (Mini, b41 — Wi-1,k44 — Wi41,k-1 + Wi-1k-1) > 
l 
Qik = > (@i,k-1 — Wi, k+1) (3 Winky + 3 Wi,k—-1 + i41,k + Mi-1,4—8 Wik) + 
: 24 
+ 4 (Wi-1,k — Wi41,k) (Mist, by1 — @i—1,k41 — Mi41,k—1 + Wi_1,k_1) en 


gegeben, wenn wir auch hier an Stelle der Absolutwerte der Ausbiegungen ihre auf die Aus- 
biegung in der Mitte bezogenen relativen Werte 


win = (25) 


einfihren. 

Die fiir den ersten Schritt anzunehmenden relativen Ausbiegungen w,% sollen zu den beiden 
Diagonalen der Platte symmetrisch sein (vgl. Tafel I). Dasselbe wird sich auch fur die spater 
zu berechnenden verbesserten Werte ergeben, so das die scheinbaren Lasten gik und Qix die 
in den Tafeln II und 1II angegehbene Symmetrie besitzen. Hieraus folgt aber wiederum eine 
Symmetrie der Zusatzverschiebungen u und v, wobei die uiz den qix und die viz den Q;, entsprechen. 
Es geniigt also, fiir die ganze Platte 8 Werte uj, und 4 Werte vj, aus den 8 Gleichungen (19) fiir 
die Punkte (11), (12), (13), (14), (15), (22), (23) und (24) und den 4 Gleichungen (20) fiir die Punkte 

» (12), (13), (14) und (23) zu berechnen. 

Das Ergebnis dieser Rechnung gibt die Tafel IV: Dies sind die ,,KinfluBfunktionen™ fir die 
Verschiebungen in der Plattenebene fiir eine in den Punkten (ik) durch — in unserem Fall fik- 
tive — Krafte qu in der x-Richtung und Qj, in der y-Richtung belastete Platte. Die nach dem 
Schema der Tafel IV berechneten relativen Zusatzverschiebungen gestatten mit den angenom- 
menen Ausbiegungen aus den Gleichungen (8) bis (10) und (1) bis (3), die wir ebenfalls in Diffe- 
renzengleichungen umformen, die durch sie bedingten Spannungen zu berechnen. Sie seien 
, Beulzusatzspannungen® genannt. 


(Die Tafeln I, II, HI, IV und V siehe Seite 123.) 
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An Stelle dieser Spannungen berechnen wir folgende Zahlen, die wir ,,Grundwerte der Beul- 
zusatzspannungen’’ nennen wollen: 


12d ai 1—» / , 1 , , 
(Sx)izk = —> (c ee at 6| tise uit g (Organ Un ees) ote 


W33 


| (26) 
+- + (@i+1,k— @i-1,k)? + 12 (i,k 41 —0i,n1)?| ’ | 
12d (oy)u(l—r*) _ ¢ 


1 Z 
(Sy)ik = Rae E [vs Elin v;, hav 3 (ui43, ke ee), ele 
33 


1 1 
bg l@ieib— Oh) oor F (Oink — OH n-1)?| ’ 
6 d? in (1 —v? / , G A 
2 — al Ur eee iekeae Visi, b> Vina, k 
= (28) 
+ > (@i41,4— i-1,8) (i,k +1 — Mi, k—-1) + 


Von diesen Zusatzspannungen sind die (sx)ix in der gleichen Art wie die qix, die (sy)ix so wie 
die Qj, und die tj, wie die wi, symmetrisch zu den Diagonalen der Platte. 

Uberlagert man den Zusatzspannungen die von den Randverschiebungen hervorgerufenen 
Druck- und Schubspannungen 


9 1 
p= qE(at% )> (29) 
9 1 
ey, E (e, a 3 é1) (30) 
und 3 
trate Ey, (31) 


so erhalt man die gesamten Spannungen xg, Gyg und’ tz im Blech. Auch an deren Stelle wollen 
wir geeignet gebildete Zahlenwerte, die Spannungszahlen, einfihren: 


xg a? d? 1 2 
(—s)ie = 12 (1—v2) 98 > = — 12 5 (e+ ea) + (FP) (sede, (32) 
d? d? 1 2 
(py)in = 12 (1—v?) = — 12 (e+ = &1) + (2) (syn, (33) 
da? da 2 
gi = 6 (Iv) =p 2S y J (=) tt (34) 


Die aus der Differentialgleichung (7) zur Bestimmung der verbesserten Ausbeulordinaten 
folgende Differenzengleichung lautet damit fir einen Netzpunkt (i,k) 


20 wi —8 (wisi, + Wii, k + Wi,ky1 + Wi,k—1) + 2 (Wip1,ky1 + Win, k—1 + Wig, k—-1 + 
7 
4+ wi_1,b41) + Wi42,k + Wi_2,k + Wi,k42 + Wi,k—2 = (Yx)ik (Wip1,6 — 2 Wi,k + Wier, k)+ (35) 
+ (Py)ik (Wik 41 — 2 Wi,k + Wi, k—1) + Pik (Wi+1, 441 — Wi-1, ke 1 — Wi+1,k—-1 + wi_1,k—1)- 


Wenn wir auf der rechten Seite nur fiir die Spannungszahlen ihre durch die Gleichungen (32) 
bis (34) gegebenen Naherungswerte einsetzen, ist sie in den Ausbeulordinaten homogen. 

Am Rand verschwinden nicht nur die Durchbiegungen, sondern auch ihre Ableitungen, da 
das Blech dort eingespannt sein soll. Es mu also z. B. am linken Rand dw/dx =0 sein, d.h. 
wir miissen dort w_i,x = wi, setzen und an den anderen Randern in entsprechender Weise die 
Durchbiegung mit gleichem Vorzeichen spiegeln. Schreibt man unter Beachtung dieses Umstandes 
und der oben festgestellten Symmetrie der Zusatzspannungen die Gleichung (35) fiir alle Punkte 
der Platte auf, so findet man, daB auch die verbesserten Ausbeulordinaten wie die angenommenen 
zu beiden Diagonalen symmetrisch sind. Es geniigt also, 9 von ihnen mit Hilfe des in der Tafel V 
gegebenen Gleichungssystems von 9 homogenen Gleichungen zu berechnen. Die darin auf- 
tretenden Spannungszahlen hangen wegen der Voraussetzung ¢,=¢,—0 nur noch von der re- 
lativen Ausbeulamplitude (w33/h) und der Anderung y des Eckenwinkels ab. Letztere tritt nur 
in der Verbindung 

& 
party (36) 
auf. Nur fiir bestimmte, zusammengehorige Werte dieser Parameter haben die 9 Gleichungen 
eine nicht-triviale Losung. Man findet sie und damit den Zusammenhang zwischen der Aus- 
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beulamplitude und der Anderung des Eckenwinkels bei der angenommenen Ausbeulform durch 
Nullsetzen der Determinante fiir die Koeffizienten der wx. Man mu hierzu einen der Parameter 
— wir nehmen (wg3/h) — festhalten und die Determinante fir verschiedene Werte des anderen 
berechnen, bis man die Nullstelle der Determinante interpolieren kann. Fir das so gefundene 
Wertepaar y und (w,,/h) liefern dann die Gleichungen nach Tafel V neue relative Ausbeul- 


‘ordinaten qix. Diese bestimmen eine verbesserte Ausbeulform, die sich im allgemeinen von 
der zuerst angenommenen unterscheiden wird. Sie kann durch Wiederholung des Verfahrens 


— Berechnung der Zusatzverschiebungen und der Zusatzspannungen aus der Ausbeulform und 
Bestimmung einer verbesserten Ausbeulform aus der Determinante Tafel V — solange ver- 
bessert werden, bis sie und die aus ihr folgenden Spannungen geniigend genau festliegen. 


wae. 


Abb, 2. Beulformen, dargestellt durch Héhenlinien, fiir drei relative Ausbeulamplituden. 


Bei der numerischen Durchrechnung wahlte der Verfasser als ersten Ansatz die von Moheit! 
fir die Unterteilung n=6 bestimmte Ausbeulform an der Knickgrenze, deren relative Ordinaten 
in Tafel VI unter ,,Schritt 1‘ angegeben sind. Die Tafel enthalt ferner die weiteren Schritte auf 
dem oben beschriebenen Weg, der zuerst fiir eine willkiirlich angenommene relative Ausbeul- 


-amplitude (wa3/h)=0,969 durchgerechnet wurde. Bei den dafiir berechneten, unter ,,Schritt 4‘* 


angegebenen Spannungszahlen verschwindet die Determinante Tafel V fiir den Eigenwert 
yr= 2,7922, zu dem die unter ,,Schritt 5“ angegebenen verbesserten Ausbeulordinaten (qix)1 
gehéren. Diese wurden noch einmal in den Schritten 6 bis 9 verbessert, die den Schritten 2 bis 5 
entsprechen. Dabei anderte sich der Eigenwert auf wir=2,8166. Dieser Wert ist nach Gl. (36) 
der Gleitung proportional und das 1,280-fache des von Moheit fiir die Stabilitatsgrenze bei der 
Unterteilung n=6 berechneten Wertes we= 2.2008. Es wurde darauf verzichtet, diesen Wert 
noch weiter zu verbessern. 


| W. Moheit, Stahlbau 13 (1940) S. 39. ‘ 
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Mehrfach iteriert wurden erst die weiteren Werte, die auf die gleiche Weise fir die relativen 
Ausbeulamplituden (w33/h)=1,937 und (ws3/h)= 4,330 bestimmt wurden. Fir die beim jeweils 
letzten Schritt gefundene Beulform sind in den Tafeln VII und VIII die relativen Verschiebungen 
in der Plattenebene, die nach Tafel IV berechnet wurden, die Spannungszahlen nach den Glei- 
chungen (32) bis (34) und die relativen Ausbeulordinaten sowie der zugehérige Eigenwert ¥ 
angegeben. Die beste fiir jede relative Ausbeulamplitude ermittelte Beulform ist in Abb. 2 
durch Héhenlinien ~=konst. dargestellt. 


4. Biegespannungen und aufere Schubkraft. Durch die in den Tafeln VI, VII und VIII 
aufgefithrten Spannungszahlen ist der Spannungszustand in der Blechaittelebane bestimmt. 


Diesen Spannungen iberlagern sich auBerhalb der Mittelebene die Biegungsspannungen co. 
Ihren gréBten Wert an der Blechoberflache erhalt man nach Kromm und Marguerre [a. a. O. 


5. 635] aus 
= Hn E h [ 02w d2w \2 29 
OIOEE as ay? shee of ee VS ee a Veale alle GN 


‘Fihren wir analog dem friheren ae auch fir diese tea: eine ,, Biegespannungszahl** 


4) 18 da? 


Fu = 12 (1 £ (38) 

ein, so wird diese im Mittelpunkt des Quadrats, wo die Krimmung des Blechs am starksten ist, 
— WwW. 

Ps3 = 3 ; [4(1—@93) + @o2—@ea]- (39) 


Da die Dehnungsspannungen des Bleches ihren gréBten Wert jedoch im Punkt (23) annehmen, 
werde auch fir diesen die Biegespannungszahl 


Pes =3 ae at + Wor — 4 Weg + Woo + M43 a) |/(1 eer + or5) zie + (4-042)? | (40) 


berechnet. Beide Spannungszahlen sind in der Tafel IX fiir die drei 
oben untersuchten relativen Ausbeulamplituden angegeben. Danach 
miissen die Biegespannungen wegen ihrer GréBe neben den Dehnungs- 
spannungen bei der Beurteilung der Beanspruchung des Bleches_ beriick- 
sichtigt werden. 


Tafel IX. Biegespannungszahlen (ik. 


weal = [0,969 || 1,937.7 | 14,380 
Gy =| 5,384 11,981 26,818 
Pon 2,642 4,786 6,586 


Um die auBere Schubkraft und die Beanspruchungen der Stabe zu 
erhalten, betrachten wir die an einem, z. B. dem linken Vertikalstab 
angreifenden Krafte (Abb. 3). Die auBere Schubkraft T mu im Gleich- 
gewicht sein mit der vom Blech her tibertragenen Schubkraft und der 


Differenz der axialen Krafte A und B, 


Dey aed He (41) 
Abb. 3. Krafte am linken 

Werukaltspen Aus Symmetriegriinden miissen die axialen Krafte A und B gleich grob 

sein wie die Stiitzkrafte senkrecht zur Stabachse, denn diese sind die 

Axialkrafte fiir Ober- und Untergurt. Die Stiitzkrafte erhalt man aus den beiden Bedingungen 


ARE fol hey (42) 
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und 
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Eliminiert man mit Hilfe der beiden letzten Gleichungen die axialen Krafte aus (41), so erhalt 
man fir die duBere Schubkraft x 5 ‘ 
T= [thdy+ foshdy—2" [oydy, (44) 
0 0 0 
Wir ersetzen hierin die Integrale durch Summen, driicken die Spannungen mit Hilfe der Glei- 
chungen (26) bis (28) durch die Verschiebungen aus, wobei wir wieder beriicksichtigen, daB die 
Ableitungen dw/dx und dw/dy am Rand verschwinden, beziehen die Schubkraft T auf ihren 
Wert an der Knickgrenze Tx und erhalten so 
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Abb. 4. Relative Schubkraft T/T als Funktion des relativen Gleitwinkels ve 


5. Diskussion des Ergebnisses. Die hieraus mit den drei errechneten Punkten folgende 
Abhangigkeit der relativen Schubkraft von der relativen Anderung des Eckenwinkels ist in 
Abb. 4 aufgezeichnet. In Abb. 5 ist der daraus folgende wirksame relative Schubmodul mit 
dem fiir den unendlich langen Streifen bei gelenkiger Lagerung und steifen Querstiitzen von 
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Abb. 5. Wirksamer relativer Schubmodul als Funktion der relativen Schubspannung fiir die quadratische Platte, verglichen mit den 
eo Werten fiir den gelenkig gelagerten, langen Streifen. 
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Kromm und Marguerre berechneten verglichen. Das Quadrat ist danach etwas steifer als der 
Streifen, jedoch ist der Unterschied nur gering, wenn man wie beim Streifen von der mittleren 
Schubspannung im Blech 7, ausgeht. Der Streifen liefert dann selbst fiir das Quadrat eine 
noch brauchbare Naherung. Etwas anders liegen die Verhdltnisse, wenn man die Steifigkeit 
fiir die ganze Konstruktion — Blech mit starrem, jedoch nicht eckensteifem Rahmen — unter- 
sucht, fiir welche die aus der auBeren Kraft T folgende mittlere Schubspannung T/ah mab- 
gebend ist. Diese ist wegen der Differenz zwischen den Langskraften A und B kleiner als Tm, 
wie aus der Gleichung (41) in Verbindung mit der in Abb. 3 skizzierten Verteilung der Normal- 
spannungen 6, folgt. Rechnet man dagegen, wie dies beim Streifen getan wurde, nur mit den 
tiber die Lange des Tragers konstanten Mittelwerten der Spannungen, so erhalt man jenen 
Unterschied nicht. Mit wachsender Lange des Bleches verliert er an Bedeutung. 

Eine gewisse Unsicherheit, die den mitgeteilten Werten durch die Art ihrer Bestimmung aus 
Differenzengleichungen anhaftet und deren GréBenordnung man dadurch bestimmen kénnte, 
da man die Berechnung noch fir eine andere Netzteilung n +6 wiederholen wirde, dirfte damit 
gering gehalten sein, daB die Werte auf die mit der gleichen Netzteilung von Moheit berechneten 
Knickwerte bezogen wurden. 

Will man auBerdem noch die Verformung der Randtrager berticksichtigen, die im vorliegenden 
Fall als vollkommen dehnungs- und biegesteif angenommen wurden, so gehen die F'lache dieser 
Trager und ihre Biegesteifigkeit als weitere GréBen in die Rechnung ein. Die Zusatzverschie- 
bungen verschwinden dann am Rand nicht mehr. Man kann sie voraussichtlich auf zwei Wegen 
erhalten: Nachdem man wie bisher aus der angenommenen Ausbeulform die Verschiebungen in 
der Plattenebene naherungsweise bestimmt hat, berechnet man aus ihnen die Randspannungen, 
aus denen wiederum die Zusatzverschiebungen am Rande folgen. Damit miissen die zuerst ge- 
fundenen Zusatzverschiebungen verbessert werden, bevor man die Zusatzspannungen zur Ver- 
besserung der Ausbeulordinaten berechnet. Oder man geht so vor, dai man in dem Schema, 
das die EinfluBzahlen zur Berechnung der Verschiebungen in der Plattenebene gibt, die unbe- 
kannten Randverschiebungen stehen lat. Die Spannungs-Dehnungsgleichungen und die Glei- 
chung der Biegelinie fiir den Trager gestatten dann die Randverschiebungen zu eliminieren. 
Wenn der Rechenaufwand fir den zweiten angedeuteten Weg bewaltigt werden kann, ist er 
dem zuerst angegebenen schrittweisen Vorgehen vorzuziehen. 


(Eingegangen am 4, Februar 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. habil. Theo-Ernst Schunck, (14a) Fellbach bei Stuttgart, SchulstraBe 33. 
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_ Zur Statik des Luftreifens. 


Von J. Rotta. 


1. Einleitung. Die Vorgange am Luftreifen eines rollenden Rades sind von groBer Bedeutung: 


fur die Lebensdauer der Bereifung und die Fahreigenschaften und -leistungen eines Fahrzeuges. 
Namentlich im Laufe der letzten 15 Jahre wurden von verschiedenen Stellen ex perimentelle 
Untersuchungen tber Krafte und Verformungen des Reifens sowohl am Fahrzeug als auch am 
Versuchsstand durchgefiihrt, die viele Erkenntnisse zu Tage férderten. Es gentigt jedoch nicht 
allein, Messungen vorzunehmen, sondern eine theoretische Durchdringung der Probleme ist 
ebenfalls notwendig; denn nur so kénnen die erhaltenen MeRergebnisse richtig gedeutet und 
auf ahnliche Verhaltnisse tibertragen werden. 


Die theoretische Reifenmechanik ist von ihrem Ziel, der rechnerischen Beherrschung der 
experimentell beobachteten Vorgange, noch ziemlich weit entfernt. Zunachst erscheint es wichtig, 
die Statik des Luftreifens weiter zu entwickeln, um am stehenden oder mit mafiger Geschwindig- 
keit rollenden Reifen den Zusammenhang zwischen dem Spannungszustand und den Krdaften 
einerseits und den Verformungen andererseits rechnerisch bestimmen zu kénnen. Es zeigt sich, 
da man schon mit verhaltnismaBig einfachen Rechnungen viele praktisch wichtige Erschei- 
nungen aufklaren kann. Die Ergebnisse der vorliegenden Mitteilung lassen eine Reihe von 
Schlissen zu, die qualitativ und zum Teil auch quantitativ gut mit Versuchsbeobachtungen 
ubereinstimmen. 


2. Untersuchungen am Reifenelement. Unter einem Reifenelement! wollen wir ein aus dem 
Reifen herausgeschnittenes Teil von der Lange dy verstehen (Abb. 1). Dieses Reifenelement 
dirfen wir fir unsere Betrachtungen 
_wohl naherungsweise als gerades Zy- 
linderstiick ansehen, wahrend es in 
Wirklichkeit einen Teil eines Rotations- 
kérpers darstellt. Diese Vereinfachung 
bringt ganz wesentliche Erleichterungen 
fir die Rechnung mit sich, so dab sie 
aus diesem Grunde allein gerechtfertigt 
erscheint. Andererseits liegt der Wert 
der Untersuchungen hauptsachlich in 
qualitativen Ergebnissen, und fir 
diesen Zweck ist die genannte Verein- 
fachung durchaus statthaft. 

Das Wesentliche bei dem so ver- 
einfachten Reifenelement ist die Tat- Abb. 1. Hauptabmessungen des Reifens und Definitionen. 
sache, daB die Langsspannungen in 
Umfangsrichtung sowie die entsprechenden Biegemomente und Querkrafte aus dem Rech- 
nungsgang abgespalten werden kénnen und nur Spannungen in der Meridianrichtung (x-Rich- 
tung) ermittelt zu werden brauchen. Im Fall verschwindender Biegesteifigkeit der Reifen- 
wand, den wir hier ausschlieBlich untersuchen wollen, nehmen die beiden Gleichungen fir das 
Membrangleichgewicht (senkrecht zur Schalenebene und in der Meridianrichtung) der Schalen 


folgende Formen an: 


hadachse 


Fin ol es eae Ea Be ig ML 


(1) 


Dabei ist Nz, die Zugkraft in Meridianrichtung, Nyx die Schubkraft. Die Schnittkrafte N. und 
Nyx werden auf die Einheit der Schnittkantenlange bezogen. Ferner ist r der Kriimmungshalb- 
messer im Meridianschnitt, p der Innendruck des Reifens. 


1 Der Begriff ,,Reifenelement™ ist zu unterscheiden von dem ,,Schalenelement”. Mit letzterer Bezeichnung 
sei ein aus der Reifenwand herausgeschnittenes rechteckiges oder sektorformiges Teilchen gemeint. 
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Wir betrachten zunachst den Spannungszustand im Reifenelement, wenn der unter dem 
Innendruck p stehende Reifen mit dem Boden nicht in Berihrung ist. Da der Spannungszustand 
beziiglich der Radachse rotationssymmetrisch ist, muf§ die Schubkraft Ny,=0 sein, also auch 
dN,/dx=—d.Nyx/dy=0. Die Zugkraft N, ist also konstant; damit ergibt sich aus (1) auch 
r—konst. Somit stellt die Reifenwand im unverformten Zustand den Teil einer Kreiszylinder- 
schale dar (Abb. 2), mit dem Halbmesser! r* = B/2. Zwischen dem Breitenverhaltnis des Felgen- 
bettes Br/B, der Hohe H iiber dem Felgenbett und der Breite B besteht folgender Zusammen- 


‘hang: es teaged . 
He Bii4+|/1 Gone . (2) 


Die Normalschnittkraft betragt im unverformten Zustand nach (1) 


B 
Ne =Pz- (3) 


Bei Abplattung dieses Reifenelementes auf ebener, unnachgiebiger Unterlage findet ein ein- 
faches Abwickeln der Reifenwand statt, ohne daB etwa bestimmte Verzerrungen der einzelnen 
Schalenelemente geometrisch bedingt waren. Dieser Umstand ermédglicht die Untersuchung 
des Falles mit nicht dehnbarer Reifenwand. In diesem Falle darf die Lange der Abwicklung 
des Reifenelements 


Up 8 (x —are sin * (4) 


bei der Verformung ihre GréBe nicht andern. 
Im Gebict der Bodendruckflache gilt fiir das Kraftegleichgewicht senkrecht zur Schalenebene 


x 


r 


= eae , (5) 


wenn p den Druck bezeichnet, den die Reifenschale gegen den Boden austibt. Wir wollen nun 
annehmen, der Boden sei eben und unnachgiebig, und die Reifenschale sei so dunn, daf} die 
Verformungen senkrecht zu ihrer Ebene vernachlassigbar klein seien. Dann wird wegen r= 


: PP: (6) 
Der Druck zwischen Reifen und Boden ist also gleich dem Innendruck p. Dies ist allerdings die 
einzige Aussage, die unter den hier getroffenen Vereinfachungen tuber die Spannungsverteilung 
im Gebiet der Bodendruckflache gemacht werden kann. Wir werden uns daher damit begnigen, 
die Gesamtkraftkomponenten auszurechnen,| die vom Boden auf das Reifenelement ibertragen 
werden. 


3. Symmetrische Abplattung des Reifenelementes. Die statischen Gleichgewichtsbedingungen 
(1) far die freien Teile der Reifenwand bleiben bei der Abplattung unverandert. Da wir das unter- 
suchte Reifenelement an der Stelle senkrecht unter der Rad- 
achse herausgeschnitten haben, an der aus Symmetriegrinden 
wieder die Schubkraft Ny,=0 ist, so haben die freien Reifen- 
teile auch beim abgeplatteten Reifenelement konstante Kriim- 
mung. Die Ermittlung der Gestalt des Reifenelementes nach 
der Abplattung ist damit bei Vernachlassigung der Biege- 
steifigkeit und Dehnbarkeit der Wand eine rein geometrische 
Aufgabe. 

Am abgeplatteten Element (Abb. 2) gilt fiir die Einfede- 
rung f die Beziehung 


. far(l-+ eosy) = (7) 
ie ee und fir die Breite b der Bodendruckflache 
b+2rsiny = Br. (8) 
Ferner sollte sich die Lange der Abwicklung unter dem Einflu8 der Abplattung nicht andern: 
Rak. = sae 85a 
u=b+2r(xn—y)=B wm — are sin |. (9) 


" Hochgestellter Stern als Index weist auf den unverformten Vorspannungszustand des Reifenelementes hin. 
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Nach Einfithrung der Verhaltniszahlen Br/B=y, f/B=A, 2r/B=o ergibt sich aus (9) und (8) 
uw — aresiny — yp 
ma—y—siny 

Mit diesem Wert folgt dann weiter aus (7) 
Eval 7 =e ~SOCOU — arcsiny — p 
Mee E Pap ee cos y)| (11) 
und schlieBlich aus (8) 


or (10) 


sats ya—y)— sin y (7 — are sin y) 
ma—y—siny 


(12) 


Der Zusammenhang zwischen (11) und (12) wird durch den Winkel y zwischen der Tangente 
an die Reifenwand am Reifenfu8B und der Felgenbettebene vermittelt. Durch Einsetzen verschie- 
dener Werte fiir y in (11) und (12) 
kann die Breite 6 der Bodendruck- 
flache in Abhangigkeit von der Ein- 
federung f berechnet werden. Abb. 3 4ar rl bas ae ahs fags rT ] 
gibt das Verhaltnis 6/B als Funk- 
tion von A mit dem Parameter H/B 
wieder. Da die GréBe der aufge- 
nommenen Kraft wegen (6) pro- 
portional zu 6 ist, kann der Verlauf 
von b/B iber A als Kennzeichen fir 
die Federeigenschaften des Reifens 
angesehen werden. Die Federsteifig- 
keit nimmt also zu, wenn H/B 
kleiner wird. 

Es mag noch erwahnt werden, 
daB es bei kreisférmigem Reifen- 
querschnitt gleichgiltig ist, ob man 
die GréBe H/B oder Br/B als kenn- 
zeichnenden Parameter benutzt, da 
die beiden GréBen durch .(2) in 
fester Beziehung zueinander stehen. 
Es hat sich jedoch gezeigt, dab 
beim Vergleich mit Reifenquerschnit- 
ten, die von der genauen Kreisform 
abweichen, der Wert H/B fiir die~ 
Beurteilung der Eigenschaften besser 

 geeignet ist als Br/B. Darum ist in 
Abb. 3 und ebenso bei den weiteren 
Rechnungen H/B und nicht Br/B 
als KenngréBe verwendet. 


hd 
8 


%S 


Abb. 4. Liangskraft in Meridianrichtung als Funktion der Abplattung. 


Ein anderes wichtiges Ergebnis dieser Untersuchung, das man auch ohne Rechnung aus 
Abb. 2 herauslesen kann, ist die Abnahme des Krimmungshalbmessers r mit zunehmender Ab- 
plattung. Nach (1) muB bei gleichbleibendem Innendruck p damit auch die Spannung N, in 
Meridianrichtung bei anwachsender Abplattung abnehmen. Abb. 4 gibt das Verhaltnis der 
herrschenden Spannung N, zu der des unverformten Zustandes Ny als Funktion von A an: 

Ni ty Ns oe 
pB2 Nx 8° (3) 
Aus der Abnahme von N, mit fortschreitender Abplattung, die ebenfalls stark von H/B abhangig 
ist, auf die Dehnungen der Reifenwand zu schlieBen, wie es bei Martin’ geschieht, ist wegen der 
besonderen Verzerrungseigenschaften der Reifenwand nicht ohne weiteres zulassig. 


' 4, Seitliche Verformung des abgeplatteten Reifenelementes. Wird nun an dem abgeplatteten 
Reifenelement die Felge um den Betrag f, gegeniitber dem Boden seitlich verschoben, ohne dab 
zwischen Reifendecke und Boden irgendwelche Gleitungen auftreten, so findet an der einen 


1 F. Martin, Jabrb. 1939 der Deutschen Luftfahrtforschung I, S. 470. 
g* 
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Seite ein Abwickeln der Reifenschale auf den Boden statt, wahrend sie an der anderen Seite 
aufgewickelt wird. Die Kriimmungshalbmesser r und die Winkel y nehmen rechts und ae 
verschiedene GréBe an (Abb. 5). Die geometrischen Beziehungen zur Berechnung des Ver- 
formungszustandes haben nun folgende Form: 
r,(1 + cos yy) = H—f, ; (14) 
ra(1 + cos 72) = H—f, 
ferner 


; 1 
b, + r, sin Vi = 5 Br + fs (5) 


1 
by + 12 Sin 2 => Br— f:. 
Die Abwicklung der Reifenschale bleibt wieder unverandert: 
. 1 


1 ; 
bi "Ty (2 — Y1) = b2 + T2(%— V2) = > B(x—are siny) . (16) 


—4 mel aay 2 O DORM ON TH, 60 80 100° 


Abb. 5. Seitliche Verschiebung des : 
abgeplatteten Reifenelementes. Abb. 6. Verformungszustand bei seitlicher Verschiebung und Abplattung. 


Mit den bereits benutzten Verhaltniszahlen und f,/B=/, folgt aus (15) und (16) nach Elimination 
von b, und by 


ma —arcsiny —yp— 2A, 
a= um — y,—siny 
1 V1 (17) 
ne uw — arcsiny —y + 2A, | 
2 —. 


TZ — Yo— sin Yo 


Setzt man, diese Werte in (14) ein, so ergibt sich 


Ey R008 Hye Ae keep hae oA 
. = 2 
PE ee OMY a uw —arcsiny — y — 2A, (18) 
NG cba ys pe Veal 


% — Yg— sin yp uw —aresiny —y+2A, ~ 


Die numerische Auswertung dieser gekoppelten Gleichungen ist etwas umstandlich. Fir ein 
gegebenes Breitenverhaltnis des Felgenbettes y setzt man in (18) nacheinander verschiedene 
Werte fiir A und y, baw. y, ein und berechnet die zugehérigen /,. Tragt man dann die seitliche 
Verschiebung As ber y, und y, auf, so bekommt man Kurven mit dem Parameter A (Abb. 6). 
Fir einen bestimmten A,-Wert kann man in diesem Diagramm den Wert y, und das zugehérige 
yz ablesen. Die weitere Ermittlung der Kriimmungshalbmesser nach (17) bereitet dann keine 
Mihe. Fur die Breite der Bodendruckflache ergibt sich aus (16) 


b by 5. 3 u—y u—Yy 
a pt Se are sin y= 0, 1 _9, 5 oe - (19) 


Nach (1) ist die Zugkraft Nz proportional dem Kriimmungshalbmesser r der Schale. Da 
nun bei seitlicher Verformung die freien Seitenteile der Reifenwand verschieden groBe Krim- 


‘mungshalbmesser annehmen, erfordert das statische Gleichgewicht der Krafte, daB der Boden 


eine Seitenkraft dS (Abb. 5) auf das Reifenelement dy ausibt: 
dS = p(r,—r)dy. (20) 
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In Abb. 7 ist diese Seitenkraft fir ein Reifenelement mit H/B=0,8 tber der seitlichen Auslen- 
kung A, mit der senkrechten Einfederung als Parameter dargestellt. Die Seitenkraft steigt zu- 
nachst etwa geradlinig mit A, an und bleibt um so kleiner, je groBer die Abplattung des Ele- 
ments ist. f 

___ Der fast geradlinige Anstieg von dS im Bereich kleiner A,-Werte und auch der nahezu gerad- 
linige Verlauf der A-Kurven in der Gegend 4,=0 (Abb. 6) legt es nahe, die Gleichungen (14) 
bis (16) nach A, zu linearisieren, um so eine iibersichtlichere Lésung zu bekommen, die fiir kleine 
Auslenkungen A, hinreichend genau ist. Wir setzen r,—r,=2Ar, Vi—y_g=2Ay, m+Tre=2 4, 
Yitye=2 y, b,—}b=Ab, }b—b,=Ab und erhalten aus den Gleichungen (14) bis (16) 


(1+ cos y) dr—rsiny Ay=0, (14a) 
2Ab+2siny Ar+2rcosyAy=2f,, (15a) 
2Ab+ 2(a— y) Ar—2rAy=0. (16a) 

Nach einigen Rechnungen ergibt sich hieraus 
| Ar= ee y, (21) 


2(1+cos y) — sin y(a—y) © 


S 
dD 


Abb. 7. Seitenkraft infolge seitlicher Verschiebung des Abb. 8. Seitensteifigkeit des Reifenelementes fiir 20 
Reifenelementes. H/B = 0,8. : 


Es folgt somit fir die Seitenkraft infolge Seitenverformung bei kleinen /,-Werten 


dS=1.pB pve dy (22) 


1+ cosy — “—* sin y 


Hierin ist der Winkel y nach der durch (11) gegebenen Beziehung der vorhandenen Abplattung A 
zuzuordnen. 
Abb. 8 zeigt auf diese Weise erhaltene. Rechnungsergebnisse. Die GréBe dS/ A; p B dy 
=dS/f, p dy stellt die Seitensteifigkeit des Reifenelementes dar. Die Auftragung veranschaulicht 
—deutlich die Abnahme der Seitensteifigkeit mit anwachsender Einfederung. Bei einer bestimmten 
GréBe von A wird sie sogar negativ; dies ist der Fall, wenn y negativ wird. In diesem Falle setzt 
das Reifenelement einer seitlichen Verschiebung keinerlei Widerstand mehr entgegen, und es 
wirde bei senkrechter Belastung P zusammenbrechen, wenn es nicht durch die benachbarten 
Reifenelemente gestiitzt wirde. Bemerkenswert in Abb. 8 ist weiterhin, daB die Seitensteifigkeit 
mit zunehmendem H/B-Wert abfailt. 
Eine Begleiterscheinung der seitlichen Verformung ist die gleichzeitige Abnahme der Breite b 
- der Bodendruckflache und der damit verbundene Abfall der Kraftaufnahme P, wenn die Ein- 
federung A konstant gehalten wird. Sie laBt sich nach (19) berechnen. Die Abnahme von b/B 
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macht sich allerdings erst bei groBeren Seitenverschiebungen A, bemerkbar (Abb. 9). Im Bereich 
kleiner A,-Werte bleibt b/B und damit P praktisch konstant. Diese Erscheinung tritt bei experi- 
mentellen Untersuchungen am Reifen! und natirlich auch im Betrieb eines Fahrzeuges auf. 
Aus praktischen Griinden halt man beim Versuch nicht die Einfederung A, sondern die Be- 
lastung P konstant. Die Folge ist, daB bei erdBeren A, die Kinfederung A zinimmt (Abb. 10). 


5. Neigung der Radebene bei abgeplattetem Reifenelement. Neigt man die Radebene bei 
abgeplattetem Reifenelement um den Winkel o zur Normalen auf die Bodenebene, wobei der 
Radkérper um die Durchdringungslinie zwischen Radebene und Bodenebene geschwenkt wird 
(Abb. 11), so treten ahnliche Wirkungen auf wie bei seitlicher Verschiebung. Die an die Boden- 
druckflache grenzenden Teile der Reifenschale werden auf- bzw. abgewickelt, und die Kriim- 
mungshalbmesser r sowie die Winkel y bekommen rechts und links unterschiedliche GréBen. 


a4} 
G2 
As 
0 005 ‘070 GIS G20 025 G30 
Abb. 9, Anderung der Breite der Bodendruckflache bei seitlicher Abb. 10. Anderung der Einfederung infolge der seitlichen 
Verformung des Reifenelementes; H/B = 0,8. Verformung des Reifens 380 x 150 bei konstanter Radlast 


nach Versuchen der DVL. 


Die Beziehungen zur Berechnung dieses Verformungszustandes lauten 


r, (cos 0 + cos y,) — b; sino = H—f, | f 


23 
re (cos o + cos y,) + b, sin o = H—f | 23) 
und 
b, cos o + r, (sin o + sin y,) = - Br, 2 
4) 
b, cos o — r, (sin o — sin_y.) = 2 Br 
sowie ftir die Abwicklung der Schale : 
zu sb +r (4+ o-y,) = by) +7, (a—o—ys) = 5 B(x —are siny) . (25) 


Die Auflésung dieser Gleichungen ist schwieriger als bei 
seitlicher Verschiebung. Da praktisch aber nur kleine 
Winkel o in Betracht kommen, kann man sino=o und 
cos.o =1 setzen. Dartber hinaus sollen entsprechend einer 
Beschrankung auf kleine Verformungen wieder die den 

Sy Gleichungen (14a) bis (16a) zugrunde liegenden Beziehungen 
= ae | benutzt werden. Auf diese Weise erhalt man aus (23) bis (25): 


+0; 
‘ Ty dafene 


byte (1 + cos y) Ar—rsin y Ay—+ bo Ok. (23a) 
Abb. 11. Verformung des abgeplatteten Reifen- : 
elementes durch Neigen der Radebene. 5 2 Ab are 2 sin oY Ar i 27 (cos v4 Ay ae 6) =0 ’ (24a) 
2Ab+ 2 (a—y) Ar—2r(Ay—o)=0. (25a) 
Hieraus folgt : 
; siny 1 


‘1H. Schrode, Jahrb. 1942 der deutschen Luftfahrtforschung I, S. 686. 
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Es zeigt sich hiernach, daGB auch bei Neigung der Radebene zur Erfillung des statischen Kriafte- 
gleichgewichts notwendigerweise vom Boden eine Seitenkraft dS, ausgettbt werden muB (Abb. 11), 
far die auch (20) gilt. Man erhalt dann mit (26) 


ds =. pB zine 


; “siny : dy . (27) 
1l+cosy ’ 
Die Darstellung dieser Beziehung in Abb. 12 zeigt, daB dS, mit zunehmender Kinfederung A 
von Null zunachst bis zu. einem Hoéchstwert ansteigt und dann wieder abfallt. Der Verlauf von 
dS, hat also einen ganz anderen Charakter als bei seitlicher Verformung (Abb. 8). Der Aufbau 
von (27) legt es nahe, die Seitenkraft mit Hilfe der Beziehung fiir die Kraftaufnahme dP des 


Reifenelementes, d P=b p dy, auf folgende Form zu bringen: 
d55 Choe (28) 


so daB dS, proportional der Kraftaufnahme dP des Reifenelementes, der Neigung o und dem 
Beiwert c,, ist, wo der Beiwert f 


Cees tee (29) 


sin y 
: 1+ cosy iy) 


eine Funktion des Parameters H/B und der Einfederung 4 ist (Abb. 13). Er nimmt mit gréBer 
werdendem 4 ab. Fiir groBe H/B ergeben sich kleinere ¢,, als fir kleinere H/B-Werte. 


‘ 


i c i t infolge Neigens Abb. 13. Dimensionsloser Beiwert fiir die Seitenkraft 
Sica Te a rat ee ‘Aloe : am Reifenelement infolge Neigens der Radebene. 


6. Verformung und Krifte am Gesamtreifen. In diesem Abschnitt soll auf einige qualitative 
Folgerungen eingegangen werden, die sich aus den Ergebnissen der beschriebenen Rechnungen 
fiir das Verhalten des Gesamtreifens herleiten lassen. 

Bei den Untersuchungen am kreisformigen Reifenelement wurde bereits die Feststellung ge- 
macht, da® die Ermittlung der Gestalt der verformten Schale eine rein geometrische Aufgabe 
ist, also vom Innendruck des Reifens unabhangig ist. Hierbei wurde allerdings vorausgesetzt, 
daB das Reifenelement keinerlei Dehnungen oder Verzerrungen in seiner Ebene erfahrt. Bei 
einer zweifach gekrimmten Schale, wie sie ein Luftreifen tatsachlich darstellt, sind aber mit 
der Verformung zwangslaufig Verzerrungen der Reifenwand in ihrer Ebene verbunden. Um die 
Mechanik der Verformung bei Abplattung oder dergleichen verstehen zu kénnen, muB man sich 
zunachst einmal mit dem Verhalten eines aus der Reifenwand herausgeschnittenen Teilchens 
befassen. Denn die Eigenschaften der Reifenschale, die im allgemeinen aus einem hoch elastischen 
Gummi mit mehreren, sich kreuzenden Lagen von eingebetteten Kordfaden besteht, geben dem 
Verformungszustand sein besonderes Geprage. 
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Eine wichtige Tatsache ist hierbei, daB die Dehnungssteifigkeit der Fadeneinlagen sehr viel 
groBer als die des Gummis ist!. Die Langenanderung der Faden hat daher bei der Verzerrung 
des Schalenelementes nur geringen Anteil, so da man in erster Annaherung annehmen darf, 
die Langen der Faden blieben unverandert. Unter dieser Voraussetzung kann die Verzerrung 
des Elementes dx dy (Abb. 14) nur durch die Anderung des Kreuzungswinkels w der Faden 
bewirkt werden. Verkleinert sich w um den Betrag Aw, so gelten bei unveranderter Fadenlange 
die geometrischen Beziehungen 


dx + Adx dx dy+Ady dy (30) 
rE o—Ao Owe? TUN c= SAG) ae Male pee reo 
cos 3 <= cos 2 sin rE OT sin 2 ' 


Mit den Bezeichnungen ¢,=A dx/dx und ey=A dy/dy ergibt sich hieraus nach Elimination von Aw 
bx = — by te? ($) - (31) 


In Worten ausgedriickt bedeutet dies, daB die Dehnungen é, und ey nicht beliebige, voneinander 
unabhangige Werte annehmen kénnen, sondern da sie vielmehr in einem ganz bestimmten, 
vom Kreuzungswinkel m der Faden abhangigen Ver- 

haltnis zueinander stehen. Wenn die Reifenwand in 

JAS x-Richtung gedehnt wird, mu8 sie in y-Richtung 
schrumpfen und umgekehrt. Eine Schubverformung 
kann bei unverdnderlicher Fadenlange nicht auf- 
treten. Diese Feststellungen kennzeichnen den Deh- 
nungsvorgang der Reifenwand, und ihre Beachtung 
bietet bei einer rechnerischen Ermittlung der Ver- 
formung entsprechende Erleichterungen. 
Als weitere Folge der unterschiedlichen Deh- 
Abb, 14. Verzerrung eines Elementes der Reifenwand nungssteifigkeiten von Faden und Gummi werden 
bei minimaler Forméanderungsarbeit. die auftretenden Beanspruchungen zum gréBten 

Teil von den Faden aufgenommen, wahrend sich 

der Gummi nur in geringerem Mae an der Spannungsaufnahme beteiligt. Warden die Faden 
die gesamten Beanspruchungen aufnehmen, so wiirde bei einer Verzerrung der Schale, die ohne 
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‘Langenanderung vor sich geht, keinerlei Formanderungsarbeit verrichtet werden. Wir haben 


also die weitere wichtige Tatsache, da die Verzerrung der Reifenwand nur mit einer verhaltnis- 
maig geringén Formanderungsarbeit verbunden ist. Hieraus ist zu folgern, daB der Verformungs- 
zustand am ganzen Reifen zwar nicht vom Innendruck unabhangig ist, wie beim Reifenelement 
mit nicht dehnbarer Wand; jedoch ist zu erwarten, da diese Abhangigkeit vom Innendruck 
nur gering ist. Denn wird z. B. bei emem abgeplatteten Reifen bei konstant gehaltener Ein- 
federung f der Innendruck erhéht, und andert sich als Folge davon der Verformungszustand, 
so mu der zugehérigen Verdichtungs- bzw. Expansionsarbeit des Fillgases die Formanderungs- 
arbeit der Reifenschale das Gleichgewicht halten. Ist letztere klein oder sogar gleich Null, so 
wird also auch die Anderung des Verformungszustandes nur gering sein oder gar nicht auftreten. 
Auch der noch nicht erwahnte EKinflu8 der an sich geringen Biegesteifigkeit der Reifenwand auf 
den Verformungszustand ist nur von untergeordneter Grofe. 

Dieser Sachverhalt wird durch MeBergebnisse bestatigt. Irgendeine gemessene Verformungs- 
gréBe kann zweckmaBig als Funktion eines kennzeichnenden Verformungsparameters unabhangig 
vom Fulldruck dargestellt werden. Zur Veranschaulichung zeigt Abb. 15 als gemessene Ver- 
formungsgréBe die GréBe F der Bodendruckflache bei Abplattung als Funktion des kennzeich- 
nenden Verformungsparameters, fiir den in diesem Falle die Einfederung A gewahlt wurde, nach 
Messungen® der Deutschen Versuchsanstalt fir Luftfahrt (DVL.). Diese Darstellung bestatigt 
sehr gut den geringen Einflu8 des in breiten Grenzen variierten Filldruckes py. Eine syste- 
matische Abhangigkeit von p, ist nicht zu erkennen; sein EinfluB liegt also in der Gro®e der 
Versuchsungenauigkeit. 

Als zweites Beispiel wird die mit der Abplattung einhergehende Anderung des Luftvolumens 
AVol demonstriert. Diese mu8 ebenfalls nur eine Funktion von A sein, wenn der Verformungs- 
zustand vom Fiilldruck unabhangig ist. Eine direkte Messung der Luftvolumenanderung ist 
schlecht moglich, jedoch 1aBt sich aus der Zunahme des Innendruckes auf die Anderung des 

' H, Hencky, Mechanical Engineering 57 (1935) S. 149. 
* F. Michael, Jahrb. 1932 der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt III, S. 17. 
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Luftvolumens schlieBen. Bei langsamer Einfederung findet eine isothermische Verdichtung der 
Luft statt, so daB die Druckanderung | 


Po tAp Vol 
Po Nol -- A Vol. (32) 
oder die Druckzunahme ; 
Ap A Vol / Vol A Vol 
Pid) yen ice VobiVole: > 2: Woly (33) 


betragt, wenn py~py+1 der absolute Filldruck (ata), py) der Uberdruck (ati) und Vol das Luft- 
volumen des unverformten Reifens ist. In Abb. 16 ist Ap/p, tiber 2 aufgetragen. Auch hier ist 


oe der Einflu8 des Filldruckes kaum gréfer als die versuchsbedingte Streuung der MeB- 
punkte. 


Diese Betrachtungen liefern auch geeignete Hinweise fiir das Verhalten von Gesamtkraften 
am Reifen. Eine am Reifen angreifende Kraftkomponente ergibt sich bei biegeweicher Reifen- 
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Abb. 15. GroBe der Bodendruckflache bei Abplattung des Reifens. Abb. 16. Innendruckinderung bei Abplattung des Reifens. 
MeBpunkte nach DVL. Rechnung nach (38) fiir H/B=0,75. MeSpunkte nach DVL. Rechnung nach (39) fiir H/B = 0,75. 


schale ganz allgemein als Produkt aus einem durch den Verformungszustand festgelegten Faktor 
und dem jeweils herrschenden Innendruck p=p)+Ap. Im Falle der senkrecht zum Boden 
wirkenden Kraftkomponente P ist dieser Faktor gleich der GréBe der Bodendruckflache F, also 


P=pF. (34) 


Das Verhiltnis zweier Kraftkomponenten, die bei demselben Verformungszustand auftreten, 
ist, weil der Druck p in beiden Fallen gleich grof ist, hauptsachlich eine Funktion des Ver- 
formungszustandes und wie dieser vom Innendruck fast unabhangig. 

Zur Beriicksichtigung der Wandbiegesteifigkeit ist dann neben dem Produkt aus Verfor- 
mungsfaktor und Innendruck noch ein additives, ebenfalls vom Verformungszustand abhangiges 
Glied hinzuzufigen. Der Einflu8 der Biegesteifigkeit bleibt aber fast ausnahmslos von sekundarer 
GroBe. Bildet man nun wieder das VerhAltnis zweier, zu gleichem Verformungszustand gehérigen 
Kraftkomponenten, so hebt sich die Wirkung der Biegesteifigkeit teilweise gegenseitig auf. Lage 
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und Richtung der resultierenden Bodenkraft sind also auch jetzt noch vom Innendruck fast 
unabhangig. Bei Darstellung gemessener Krafte macht man sich diese Tatsache in zweckmaBiger 
Weise zunutze. Insbesondere empfiehlt es sich, die senkrechte Komponente P der Bodenkraft 
als BezugsgréBe zu wahlen, da diese als Belastung des Rades eine kennzeichnende Grée dar- 
stellt. 

Im Falle einer Seitenkraft S, die durch eine Seitenverformung A,;=f,/B am Stand erzeugt 
wird, ist der Verformungszustand durch die zwei Parameter A und A; beschrieben. Es ware dann 
S/P als Funktion von A und A, darzustellen. Bei Beschrankung auf hinreichend kleine Seiten- 
verformungen besteht Proportionalitat zwischen A, und S. Nach vorstehenden Ausfihrungen 
scheint dann der Ansatz 


S = Cs P Te (35) 


fiir eine Darstellung geeignet zu sein. Abb. 17 zeigt die diesbeztigliche Auswertung von Mes- 
sungen an zwei Reifen verschiedener GréBe, aber ahnlichen Aufbaues. Es wurde der Reziprok- 
wert l/c, aufgetragen, weil c, gegen unendlich geht, wenn A sehr klein wird. Dieses kommt daher. 
daB die Seitenkraft nahezu unabhangig von der Belastung P ist. Diese Darstellungart, bei der 
die Ablesegenauigkeit fiir groBe cs-Werte abnimmt, erweist sich auch deshalb zweckmaBig, weil 
die MeBergebnisse bei kleiner Einfederung A unzuverlassig werden. Infolge der geringen Be- 
lastung P treten namlich bei kleinem A an 
den Enden der Bodendruckflaiche mitunter 
sunkontrollierbare Gleitungen auf, die die Er- 
gebnisse der Messung verfalschen. 


t 


0 7 02 G3 O4 g5 
Abb. 17. Beiwert der Seitenkraft am Reifen infolge Seiten- Abb. 18. Seitliche Verformung des Reifens am Stand 
verformung nach Messungen von Focke-Wulf-Flugzeugbau nach H, Schrode. 


(Reifen 560200) und FKFS (Reifen 465 x 165). 


Die Darstellung Abb. 17 gestattet nun fiir den Reifen 465x165 bei jedem vorkommenden 
Wert der Radlast P und des Fiilldruckes py die Seitensteifigkeit zu bestimmen, wenn P als 
Funktion von A und p, bekannt ist. Durch die Tatsache, daB die MeBergebnisse zweier ver- 
schiedener Reifen, die tiberdies noch an verschiedenen Stellen mit verschiedenen Versuchs- 


einrichtungen durchgefihrt wurden, ziemlich gut auf eine Kurve fallen, wird die Ubertragbarkeit | 


auf Reifen anderer GréBe ahnlichen Aufbaues erhartet. 

Nach den Rechnungen am Reifenelement ware eine Abnahme der Seitensteifigkeit zu erwarten. 
wenn P anwachst. Dieses ist aus Abb. 17 nicht ohne weiteres zu erkennen. Bei der Messung! 
des Forschungsinstituts fiir Kraftfahrwesen und Fahrzeugmotoren in Stuttgart (FKFS.), bei 
der bei konstant gehaltenem Fiilldruck die Belastung P variiert wurde, zeigt sich eindeutig eine 
leichte Abnahme der Seitenkraft, wenn P anwachst. Da® der Gradient dS/d/, am Reifen nicht 
so stark mit A abfallt wie nach der Rechnung (Abb. 8), hat seine Ursache darin, daB bei der 
Seitenverformung auch die der Bodendruckflache benachbarten Reifenelemente verformt werden 
(Abb. 18) und somit wesentlich zur Seitensteifigkeit des Reifens beitragen. 


 R. Harling, Seitenfiihrungskrafte bei Schraglauf von Flugzeugreifen. Bericht 140 der Lilienthal-Ges. 
f, Luftfabrtforschung (1941), S. 4. 
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Die sinngemaBe Anwendung dieser Darstellungsart erweist sich fir Seitenkrafte bei Schrig- 
lauf, Tangentialkrafte bei Bremsung oder Antrieb, Momente usw. als geeignet. Abb.-19 zeigt 
noch die Kraftmessung bei Tangentialverformung des Reifens, die dadurch erzeugt wird, dai 
das Rad gegen den Boden um den Betrag fr verschoben wird, wobei gleichzeitig eine Drehung 
des Radkérpers um die Radachse verhindert wird. 
Auch dieses Bild bestatigt sehr schén, da® der Bei- 


wert cr fast nur eine Funktion der Kinfederung A ist. 
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Abb. 19. Beiwert der Tangentialkraft am Reifen 560 x 200 Abb. 20. Lange der Bodendruckflache bei Abplattung des Reifens. 
nach Messungen vom Focke Wulf-Flugzeugbau. MeBpunkte nach Focke-Wulf-Flugzeugbau. 


1 Sehne des Kreisabschnittes; h/B = VF/D —(f/D). 2 Naherung (37). 


7. Berechnung der Verformung des Reifens bei Abplattung. Die rechnerischen Untersuchungen 
am Reifenelement liefern aber nicht nur interessante qualitative Ergebnisse, sondern kénnen 
mitunter auch der Ausgangspunkt fiir eine quantitative Bestimmung der am Reifen auftretenden 
Krafte sein. So soll hier die Verformung des Reifens bei Abplattung behandelt werden. 


Die am Reifenelement berechnete GroBe b entspricht ziemlich genau der Abmessung der 
’ kleinen Achse b der Bodendruckflache, die man experimentell beobachtet (Abb. 2). Diese Tat- 
sache tiberrascht nicht, wenn man sich tberlegt, daB im Mittelschnitt der Bodendruckflache 
aus Symmetriegriinden tatsachlich in Ubereinstimmung mit der der Rechnung zugrundeliegenden 
Voraussetzung ein von Schubkraften freier Spannungszustand herrschen muf. Die bei der Rech- 
nung vernachlassigte Krimmung in Umfangsrichtung kann sich aber nicht stark auswirken. 
Die Biegesteifigkeit der Reifenschale ibt ihren Einflu8 hauptsachlich in der Nahe der Felge in 
der Weise aus, da® die Anderungen des Winkels y (Abb. 2) durch die Felgenhérner beeintrachtigt 
werden. Diese Auswirkung kann. man dadurch beriicksichtigen, daf$ man die der Rechnung 
zugrundezulegende GréBe H entsprechend kleiner als die tatsachliche Hr des Reifenprofiles 


einsetzt (Abb. 1). Der Ausdruck 


H — Hr 


stellt einen Wert dar, der sich beim Vergleich mit MeBergebnissen als brauchbar erwiesen hat. 

Beziiglich der Lange der Bodendruckflache kann man tberlegungsgemaB sagen, daf sie in 
der GréBenordnung der Sehne des entsprechenden Kreisabschnittes mit der Pfeilhéhe f liegen 
mu. Genauere Angaben sind ohne umfangreiche Rechnung nur experimentell zu erhalten. 
Abb. 20 zeigt die Auftragung von MeBergebnissen, aus denen man ersieht, daB die Lange 2h 
der Bodendruckflache kleiner als die Sehne des Kreisabschnittes ist und sich naherungsweise 


durch die Beziehung Le at ait 
Ay vd lint 
B V4 ear sits 7) 


wiedergeben laBt. Eine systematische Abhangigkeit vom Formparameter B/D und vom Innen- 
druck py lassen die Versuchswerte nicht erkennen. 
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Nachdem nun gréBte Breite und Lange der Bodendruckflache bekannt sind, fehlt zur Be- 
rechnung ihrer Flachengré®e F nur noch der Volligkeitsgrad. Dieser kann fiir die Bodendruck- 
flache, die eine etwas volligere Gestalt als eine Ellipse hat, nur in engen Grenzen variieren. Er 
darf etwa mit 0,85 eingesetzt werden; damit ergibt sich x 


F=1,7hb. (38) 


Abb. 15 zeigt auf diese Weise erhaltene Rechnungsergebnisse im Vergleich mit Messungen?, die 


-bis zu Werten A=0,5 eine befriedigende Ubereinstimmung mit der Messung bestatigt. Bei gréBeren 


A-Werten sind die der Rechnung zugrundeliegenden Annahmen offenbar nicht mehr erfillt. 


Die mit der Abplattung des Reifens einhergehende Anderung des Luftvolumens 1a8t sich 
nach folgender Uberlegung berechnen: Stellt man sich einen Reifen mit biegeweicher Reifenwand 
vor und nimmt man eine so kleine Anderung der Einfederung an, da die Innendruckanderung 
unberiicksichtigt bleiben darf, so ist die dabei von der Luftfillung geleistete Verdichtungsarbeit 
gleich der Volumenanderung d Vol mal dem Innendruck p. Diese Arbeit mu8 gleich der 4uBeren 
Arbeit P df sein. Setzt man hierin P nach (34) ein, so erhalt man nach Wegstreichen des Innen- 
druckes und Integration fiir die Anderung des Luftvolumens folgende Gleichung: 


A Vol =— f F df. | (39) 


Abweichungen von diesem Wert treten dann auf, wenn bei der Abplattung Formanderungsarbeit 

von der Reifenwand geleistet wird. Da die Bodendruckflache F in erster Naherung linear mit 

der Einfederung f anwachst, nimmt A Vol annahernd 

Oso quadratisch mit f zu. In Abb. 16 ist die tber die ge- 

16 : messene. Innendruckanderung ermittelte Volumenande- 

rung mit der Rechnung verglichen. Auch hierbei zeigt 

sich wieder fir 10,5 befriedigende Ubereinstimmung 
° zwischen Rechnung und Messung. 


08 oo 8. Berechnung der Seitenkraft bei Neigung der Rad- 
ebene (Sturz). Als weiteres Beispiel fiir die quantitative 


Verwertung der am Reifenelement errechneten Ergeb- 


Om " ar" nisse soll die Berechnung der Seitenkraft bei Neigung 
| der Radebene behandelt werden. Die in (29) hergeleitete 

A Beziehung wird einfach fiir jedes Reifenelement, das mit 

a G7 G2 43 GF dem Boden in Berihrung steht, als giiltig angesehen. 


Abb. 21. Beiwert der Seitenkraft bei Neigung der Fir die tibrigen Reifenelemente wird angenommen, daf 
Radebene. Rechnung nach (41) fir H/B= 0,75. MeB- . N ' 5 te uy Ze 
punkte nach FKFS (Reifen 700175) am rollendenRad, Sie durch Neigen der Radebene keine zusatzliche Ver- 

formung erfahren. Dann ergibt sich die gesamte Seiten- 


kraft am Reifen durch Integration von (28) zu 


12 
S,=0f God P. (40) 
0 


Unter der Annahme einer elliptischen Bodendruckflache ergibt die Ausrechnung des Integrals, 
wenn gema obiger Ausfiihrungen die Seitenkraft auf die Form S, =c,, Po gebracht wird, 


Cds Os25:61. (0) 8 0s5 6 1 (AN. (41) 
Csc (0) bedeutet den Wert c,,(A) fir A= 0. 


Der Fall, daB der Reifen am Stand um den Winkel o geneigt wird, wobei gleichzeitig keine 
seitliche Verformung A, auftreten soll, hat praktisch keine groBe Bedeutung. Dagegen kommt 
es haufig vor, da ein Rad unter dem Winkel o zur Senkrechten. geneigt am Fahrzeug angeordnet 
wird (Sturz). Bei Geradeausrollen des Rades stellt sich dann die seitliche Auslenkung selbstandig 
etwa auf den Wert j,=0 ein. Die auftretende Seitenkraft laBt sich dann nach der in (41) her- 
geleiteten Bezichung ermitteln. Abb. 21 zeigt die an einem Reifen gemessene Seitenkraft im 
Vergleich zu unserer Rechnung. 


1 F. Michael, Jahrb. 1932 der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt III, S. 17. 


: ge Sdheiftrad wie das Auftreten einer Seitenkraft bei Sturz so erklart, daB ay unter dem [% Le 
Winkel o laufende Reifen eine seitliche Verformung A, erleidet, als deren Folge die beobachtete j ; 
Seitenkraft entsteht. Diese Auffassung kann nach der vorliegenden, mit der Messung ziemlich ‘ 
‘“ubereinstimmenden Rechnung als widerlegt gelten. Eine seitliche Verformung diirfte an dieser NR 
-Erscheinung nur in ganz geringem Mafe beteiligt sein. Die Seitenkraft ist vielmehr fast aus- 
schlieBlich auf die Verformung zuriickzufiihren, die die abgeplatteten Reifenelemente erfahren, 
wenn die Radebene um den Winkel o geneigt wird. 


9. Zusammenfassung. Unter stark vereinfachenden Annahmen wurden an einem Reifenelement 
der Verformungszustand bei Abplattung mit tberlagerter seitlicher Verschiebung und Neigung 
der Radebene berechnet, und die zugehérigen Krafte ermittelt. Nach einer qualitativen Er- 
orterung des Dehnungsverhaltens der Reifenwand wurde aus den Ergebnissen die sehr wichtige 
Folgerung gezogen, daB sowohl der Verformungszustand als auch die Lage und Richtung der 
resultierenden Bodenkraft am Reifen vom Innendruck nur sehr wenig abhangen. Zur Erhartung — che 
dieser Feststellung wurden ents prechende Auswertungen einiger Messungen an Flugzeugreifen a 
-wiedergegeben. AnschlieSend wurden dann einige quantitative Nutzanwendungen der am Reifen- Rag: 


element gewonnenen, Rechnungsergebnisse gebracht. hes 


3 AbschlieBend sei bemerkt, da dem Verfasser keine geeigneten Messungen an Fahrzeugreifen pole 
aur Verfiigung standen und deshalb nur Flugzeugreifen zum Vergleich herangezogen werden “she 
konnten. Fahrzeugreifen haben im allgemeinen eine gréBere Wanddicke, da sie fir gréBere wv ute 
‘Lebensdauer entwickelt werden. Es ist aber wohl kaum zu befiirchten, daB diese groBere Wand- © gee. 


_starke ein grundsatzlich anderes Verhalten des Reifens hervorruft. 
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Berechnung einer auf elastischem Halbraum aufliegenden, 
unendlich erstreckten Platte. 


Von S. Woinowsky- Krieger. 


1. Einleitung. Will man bei einer Berechnung von Fundamentplatten iiber die Annahme 
einer ebenen (bei zentrischer Belastung gleichférmigen) Verteilung des Bodendruckes tuber die 


Sohle hinausgehen, so hat man es in der Hauptsache zwischen der Bettungstheorie von Winkler- 


Zimmermann und der Theorie des elastischen Halbraumes als Plattenunterlage zu wahlen. 


Die zuerst von Winkler und Zimmermann zur Berechnung des Eisenbahnoberbaues entwickelte 
Theorie setzt bekanntlich den spezifischen Sohlendruck der mit einem konstanten Faktor, der 
sogenannten Bettungsziffer, multiplizierten Einsenkung an der betreffenden Stelle einfach gleich 
und entspricht mechanisch dem Verhalten eines biegsamen, schwimmenden Kérpers. Die An- 
wendung dieser Theorie auf réllige Boden fihrt zu plausiblen Druckverteilungen; will man aber 
die Ergebnisse der Theorie auch zahlenmafig in Einklang mit dem Beobachtungsmaterial bringen, 
so sieht man sich gezwungen, die Bettungs- oder Bodenziffer nicht nur von der Art des Baugrun- 
des, sondern auch von der Gestalt der Fundamentplatte, von ihrer GroBe und sogar von der Art 
der Lastverteilung abhangig zu machen. Die praktische Brauchbarkeit des Berechnungsverfahrens 
wird hierdurch sehr in Frage gestellt. 


Der Vorteil, die Fundamentunterlage als elastischen Halbraum aufzufassen, besteht, von 
theoretischen Erwagungen ganz abgesehen, in der Méglichkeit, die in die Rechnung eingehenden 
elastischen Konstanten durch Schwingungsversuche zu ermitteln und somit eine zuverlassige 
Grundlage fiir die Anwendung der Theorie zu schaffen. 


Die auf elastisch-isotropem Halbraum aufliegende Kreisplatte unter achsensymmetrischer 
Saulenlast ist bereits von A. Habel! mit Hilfe der Differenzenrechnung behandelt worden. Bei 
wohlbekannten Vorteilen dieser Methode erméglicht sie weder eine bequeme Erfassung stark 
konzentrierter Lasten noch eine Ubersicht iber das Gesamtproblem. Fir die unendlich erstreckte 
Fundamentplatte existiert indes eine strenge Lésung. Sie numerisch auszuwerten und den bau- 
praktischen Anwendungen zuganglich zu machen, ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. 


Allen weiteren Ausfiihrungen liegen folgende Voraussetzungen zugrunde: 
1. Der Fundamentkérper ist eine unbegrenzte isotrope dinne Platte. 


2. Diese Platte liegt reibungslos auf dem isotropen elastischen Halbraum als Unterlage auf 
und ubt.auf seine Grenzebene lediglich einen normalgerichteten Druck aus. 


3. Eine Berthrung zwischen der Platte und ihrer Unterlage wird auch dann angenommen, 
wenn jener Druck negative Werte annimmt. Praktisch werden die auftretenden geringen Zug- 
spannungen durch das Eigengewicht der Platte ausgeglichen. 


2. Allgemeine Liésung bei achsensymmetrischer Belastung. Es bedeute E den Elastizitats- 
modul der Platte, » die Querdehnungszahl, h die Dicke der Platte und D=E h3/12(1—y?) ihre 
Biegesteifigkeit. Es seien ferner E, und vp) die entsprechenden Konstanten der Unterlage. Wir 
benutzen noch die Abkiirzungen 


be Ey Bin piles 
Ha Sor ay es les es 
worin Ky als Kennziffer der Unterlage gelten kann, wahrend | eine Bezugslange bezeichnet. 
In Tabelle 1 sind einige Zahlenwerte angefiihrt, die sich aus Bodenuntersuchungen mit schwin- 
gungserzeugender Last ergeben haben?. Da réllige,oder bindige Béden nur cane bedingt als 


elastische Kérper gelten kénnen, ist freilich bei der senda jener Konstanten auf das vor- 
liegende Problem einige Vorsicht geboten. 


' A. Habel, Bauingenieur 18 (1937) S. 188. 
2 A. Ramspeck, Veroffentl. der Degebo, Heft 4 (1936), S. 37. 
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Tabelle 1. 
a a en 
E, K, 
Bodenart 0 0 
kg/cm? Yo kg/em? 
a EN ie eo oH a He 
INassere lorie ta ae ce ve ee 1210 0,50 807 
Mittelkiess ir oty ec, Oe ae. 1720 0,47 1104 
Mittelsand: 79 Gash. ce oe 1200 | 0,45 se 
LGB trockenl sa 20k 4 ee 3260 0,44 2021 
Mehlisandmmerks. ct: camee. 570 0,42 346 
Kies und Sand, dicht gelagert 2790 0,31 1543 


Verteilt sich nun eine schneidenférmige Last vom Gesamtbetrage P gleichformig auf einen 
Kreisumfang vom Halbmesser 9, so ist die Einsenkung der Platte im Abstande r vom Mittel- 
punkt des Lastkreises durch das Integral 


St PR op Sax) dhe) dd 
ot spf Y r (2) 
0 


LLB 


ber Besselsche Funktionen nullter Ordnung vom Argument x=r/l bzw. =g/l gegeben. Die 
zugehérige Pressung zwischen der Platte und Unterlage ist 


co 
ots T(Ax) JAS) Add 
1 onk REN ara ae (3) 
0 - 


Zur Bericksichtigung einer beliebigen achsensymmetrischen Belastung p(é) geniigt es, den 
Wert P in den EinfluBfunktionen (2) und (3) durch 271 p(&) dé zu ersetzen und die so erhaltenen 
Ausdriicke iiber die Lastflache auszuintegrieren. 


Man kann die Ergebnisse (2) und (3) beispielsweise als Grenzfall einer umgekehrten Pilz- 
decke gewinnen, deren Sdulendriicke achsensymmetrisch verteilt sind, und deren Saulenabstande 
man unbegrenzt wachsen laBt!. Marguerre? erhielt dasselbe Ergebnis im Sonderfail einer Punkt- 
last als achsensymmetrisches Analogon des betreffenden ebenen Problems. Holl? hat eine hin- 
sichtlich der Beschaffenheit der Unterlage sehr allgemein gehaltene Integralgleichung aufgestellt 
und ihre Lésung, die als Sonderfall auch unsere Lésung enthalt, angegeben. Diese letztere 
Lésung ist schlieBlich auch von Hogg* und Schdchter® gefunden worden. + 


Geht man nun von der Winkler-Hypothese aus und setzt demzufolge q,=K,w,, worin K, 
die Bettungsziffer ist, so erhalt man, wie sich zeigen laBt®, an Stelle von (2) 


Pl? f SIo(Ax) J(A&)AdA. ay 
iS OaD 1444 
: 0 
mit der Abkirzung / 

4 = = = 

D 
Sa Vet ice 5 
l ke . ( ) 


Die Analogie der Ausdriicke (2) und (4) kann man sich bei der numerischen Auswertung der 


Lésung (2) weitgehend zunutze machen. 


3. Fundamentplatte mit Punktlast. Mit ¢=0 gehen die Ausdriicke (2) und (3) in 


(ee) 
PR oP J(Ax) da we So(Ax)Ada (6) 
aD [eee ” ; Sea PF 7) ears 
0 0 


iiber. Die Einsenkung und die Bodenpressung unter der Last lassen sich elementar berechnen. 
‘ 


S. Woinowsky-Krieger, Ing.-Arch. 3 (1932) S. 250. 

K. Marguerre, Z. angew. Math. Mech. 17 (1937) S. 229. 

. L. Holl, Proceedings of the 5. international congress for appl. mechanics, 5.71. New York 1939, 
. H. A. Hogg, Lond. Phil. Mag. Ser. 7, Bd. 25 (1938), 5. 576. 

. J. Schéchter, Forschungshefte des Laboratoriums des WODEGO, Nr. 9 (1938) (russisch). 

W 


oinowsky-Krieger, a. a. O. S. 249. 
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Es ist emfach 


, ; 
3 PRY 3 PP 
Neste ce ES ED eae 


InD J 1+ 9D eo De | 
: (7) 
Pvt Dd ee Py sae P | 
HO) 2 Eta Oe 2 


0 
Der Ansatz q,=K,w, fiihrt im Falle einer Punktlast auf die bekannte Lésung von Hertz, die 


sich am einfachsten durch die Schleichersche Funktion Z 3(%,) = Re H” (x,]/7) darstellen 1aBtt. 
Mit Ricksicht auf (4) wird also die Gleichung der slastischen Flache 


: Jp(Axy) Add, ‘ 
Wy = py 2Zs(%) = yl (ey rie (8) 


und hieraus folgt w,(0)=0,125 PI?/D und q(0)=0, 125 P/l;. Bei gleicher Peseat an unter der 
Last nach den Formeln (7) und (8) wirde die maximale Pressung auf den elastischen Halbraum 
2,30mal so groB sein, wie der gréBte Auftrieb unter der eehwinitandcd Platte von Hertz. 

Die Integrale (6) lassen sich nicht auf tabulierte Funktionen zurickfihren. Die Differenzen 
dieser Integrale und der Integrale von der Form (8) konvergieren indes so rasch, daB die nume- 
rische Beherrschung der Lésung keine Schwierigkeiten bietet. 


a) Einsenkung. Fir ai erste der ere (6) gilt 


f Ioaxyda -f TRAE! ¢ CDT OnleA 
ST Le eey Tet Trey (1+48)(1+44) ? 
0 


hae ar 
0 
oder wegen (8) 
4 
(1+-4*) (1+-44) 


1 
Das erste Glied entnimmt man den Tabellen?, wahrend sich das zweite mittels der Simpson- 


LR. (9) 


I = = Z3(x) + 
0 


schen Regel auswerten laBt. Fir das ae R gilt wegen |Jo(Ax)|<1 
nate gh 
i< f 4 =<" p> somit —|R| <0,00003 . 


Der durch die ane ater ine des Restgliedes Pedinete Febler macht also weniger aus als 
0,02 % des Biegungspfeiles (7). 


b) Bodenpressungen. Das zweite Be Integrale (6) 1aBt sich in der Form schreiben 
© 
_ Pp IfAxyada — pf Sy(Ax)dd (A-1) Jo(Ax) dA 
I 1+ 14+72 +f (14-2?) (1-78) ’ ae) 
und der Rest wird unterdriickt mit ss alenee Senate wie zuvor. Nun ist? 
f Iy(ax)da sf MRS St 
eee = [Jglia) + iH, (ia). (11) 


0 
Die hier enthaltene Struvesche Funktion nullter Ordnung kann allgemein durch die Potenzreihen 


co (-1)™ (ee 
2 | 


H, (x) = 
A eae r(v+m+) 
definiert werden. Hieraus folgt 
ares 4 Paar: 
t Hy (ix) = 2) ae 12.32. .,. (2mp)es 
m=0,2,4. 


1 Vel. F. Schleicher, Kreisplatten auf elastischer nates 5. 36. Berlin 1926. 

* Diese finden sich fiir x=0 bis x=5 bei Jahnke und Emde, Funktionstafeln, 2. Aufl., S. 302. Leipzig und 
Berlin 1933; auch bei Schleicher a. a. O. S. 136. 

° Vel. G. N. Watson, Theory of Bessel functions, S. 425, Cambridge 1922. Die Struveschen Funktionen 
nullter und erster Ordnung sind daselbst, S. 666 ff., tabuliert. 
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Die vorstehende Summe kon- 0 7 2 3 y 5 6° 
vergiert fiir kleinere Werte x es 
sehr rasch, ebenso das in (10) 
zuletzt stehende Integral, wah- 
rend sich Jj(ix) und H,(x) aus SS rls A a re a 
Tabellen entnehmen lassen. | 


27=7 2471 
3 Der Verlauf der elastischen 
-Flache der Platte sowie der Bo- G10 
_-denpressungen nach den beiden 
Bodendrucktheorien ist aus den 
Abb. 1 und 2 ersichtlich. Der ee 
Abb. 1 ist die Annahme eines 
gleichen Biegungspfeiles bei glei- 
chen Werten P und D zugrunde N92 


: Abb. 1. Durchbiegung der Platte unter Punktlast nach Theorie 
gelegt, woraus nach 5.144 die : y des elastischen Halbraumes (w) und nach Hertz (w). 


Beziehung 
Wires 
i, = 5 J 12t=1,241 fi 
also x, = 0,806 x 


folgt. In der Abb. 2 sind in ahn- 
licher Weise die Ordinaten der 
maximalen Bodenpressung zur 
Deckung gebracht, welche An- 
nahme 1,=0,806/ und x,=1,241 x 
zur Folge hat. 


Z7= 008061 


c) Biegungsmomente. 
Setzt man die Querdehnungs- 
zahl »y=0, was fiir Stahlbeton 
hinreichend genau zutrifft, so 
ergeben sich das radiale bzw. 
tangentiale Moment einer auf ; 
dem elastischen Halbraum auf- 
liegenden Platte zu 


Abb. 2. Reaktion der Unterlage nach Theorie des 
elastischen Halbraumes (q) und nach Hertz (q)). 


pores pie Dee [ [se aAVe4 Rd 


ar 27 Ax At 
0 
ts (12) 
te = DEOL xeon PS SiAx)yads 
de rn | Qrex 1+ A 
0 
Im Hertzschen Falle hat man entsprechend 
ive) 
= Pauses P I(x) | da 
PRT om a | Z;(%)—Za() | s= sz / | Jo(Am) Fane Lae 
0 
x P Zj(x) Bf Sam)dd (13) 
Ls DSS a Op a ae TAs 


worin =. Z, (x) = Sm HO (x, |i) ist. 


Wie leicht einzusehen ist, lassen sich die Momente (12) aus den Funktionen Z(x) und rasch 
konvergenten Differenzen der Integralausdriicke von (12) und (13) genau so bilden, wie dies 
am Beispiel der Einsenkung gezeigt wurde. Ist v +0, so sind die endgiltigen Momente durch die 
Formeln m,=m,-+-ym; und m=vm,+ m; bestimmt. 

Bei kleinem x, dirfen die in den Funktionen Z(x,) von (13) enthaltenen Potenzglieder gegen 
das logarithmische sowie das freie Glied vernachlassigt werden. Wie sich zeigen laBt, lautet 
10 
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das Ergebnis bei beliebiger Querdehnungszahl y 


way ees ES | ee | 
4a 2 82 (14) 
i ee P(i+») iedece yes (l | 
a eo et tee ee 


worin In y=0,5772 die Eulersche Konstante sein soll. Ersetzt man nun in (14) x, durch x und bildet. 


die Integralausdriicke fir m,—my,, und m:—m,, so wird man finden, da fiir x=0 diese Mo- 
mentendifferenzen proportional dem 
y Ausdruck 


ice) ie) 
dd dd 
Le eee ee 
0 


d.h. Null sind. Fir die Momente 
einer auf elastischem Halbraum 
aufliegenden Platte in der nachsten 
Umgébung einer punktférmigen 
Einzellast gelten also dieselben Aus- 
driicke (14) wie im Hertzschen Pro- 
blem, sofern in ihnen x, durch x 
ersetzt wird. Unter der Voraus- 
setzung l,=I1 gelten denn auch die 
Perey in der Abb. 3 dargestellten Mo- 
iB Abb. 3. Verlauf der Biegungsmomente bei Punktlast. mentenkurven gleichsam fiir beide 
Bodendrucktheorien. 


d) Scherkrafte. Die radialen Scherkrafte ergeben sich aus (6) zu 


foe) 
CRD ee Aa) O62 PI Wael Taye 
iret Ox. Tale oh 14+ ) we) 
. 0 
Das vorstehende Integral laBt sich folgendermafen darstellen: 
foo) (eo) 
1 — f Jltsyaa Tia) Aah pee (16) 


A(1+43) J A(1+A2) (1-423) * 


Analog der Integralformel (11) gilt hier 


r Jy(Ax) di 1 


Rais al i J, (ix) + H,(ix)], 
worin | 
H, (ix) 
x2 (m+1) 
= H,(x) Ai » 1. 3?- ...(2m+1)? (2m+3) 
m=0, 2, 4 


ist. Wahrend die Funktionen J,(ix) und H,(x) 
tabuliert sind, laBt sich das rasch konver- 
gente, in (16) zuletzt stehende Integral leicht 
ausrechnen. Der Verlauf der Scherkraft ist 
in Abb. 4 dargestellt. 


y Abb. 4. Verlauf der radialen Scherkraft bei Punktlast. 


4, Fundamentplatie mit einer iiber eine Kreisfliche verteilten Einzellast. Ist c der Halbmesser 
des Lastkreises, und verteilt sich der Saulendruck gleichformig tiber die Flache zc?, so miissen 
wir den Wert P in (2) und (3) durch ( Pl?/mc?) 27 €d€ ersetzen und die beiden Integrale in den Gren- 
zen x=0 und x=c/l ausintegrieren. Mit der Abkiirzung c/l=6 ist das Ergebnis 


fee) 
eed 2(1+/3) ae aah ee a Bky Eee (17) 
0 


f 


e 
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- Verfahrt man in gleicher Weise mit der EinfluBfunktion (4), so hat man 


PL? f JA) Jo(dx,) dd 
et 4 sade ) e (18) 


wo 0, fir c/l, steht. Nun laBt sich diese eee auch in Schleicherschen Funktionen darstellen!, 
womit der zugehdrige Biegungspfeil w(0) pecebon ist. Setzt man andererseits 6=6,, so folgt 
aus (17) und (18) 

PP Pf J,(Ad)(1—A)aa 


ESM aOD J 2142) +7) 


mit einem rasch konvergenten rechtsstehenden ear Die maximale Bodenpressung ist nach 


(17) gegeben durch das Integral 


Boor Cre 
tS a eee 
0 
dessen Auswertung auf S.146 behandelt wurde. Die Biegungsmomente im Mitielpunkt des Last- 
kreises sind nun 


Da P f I(Adyada 
m0) = mal) = gt Ae (O)— pee | Eas 


Schreibt man das vorstehende Integral um in der Form 


eo Y 9 6 © CY a 
if [GNA | pf AGNAP-B+DAA | py 


(222! (1-422)? (1+?) 
0 
so 1a4Bt sich das erste Glied zur rechten Hand ARON auf tabulierte Hankelsche Funktionen 


zurtickfthren2. Beschramkt man sich dann auf eo Ausrechnung des zweiten Gliedes, so gilt 
fiir den Rest 
pes SBR. 


|R| <2J,(2’6) SH 


© 


Unter J,(A’6) ist dabei der zahlenmaBig gréBte Wert der Besselschen Funktion des Argumentes 
6 > 66 bei gegebenem 6 zu verstehen. Fir 6=0,2 ist z. B. |R| < 0,0015. 

In Tabelle 2 sind die Einsenkungen, Bodenpressungen und Momente in x=0 sowie der Scher- 
krafte an der Grenze des Lastkreises x=6 zusammengestellt. 


Tabelle 2. 
s=ot | 0 | 02 | 04 | 06 | 08 |.10 |) 12°] 14 [1,6 | 18.| 20 | Faktor 
w(0) | 0,192 | 0,190 | 0,185 me 0,17 ae 0,156 | 0,149 | 0,143 | 0,135 | 0,128]  PP/D 
q(0) | 0,192 | 0.172 | 0,154 | 0,137 | 0,122 | 0,109 | 0,098 | 0,087 | 0,077 | 0,069 | 0,061 | P/E 
m,(0) = m,(0)| co | 0,177 | 0,124 | 0,093 | 0,073 | 0,058 | 0,047 | 0,038 | 0,031 | 0,026 | 0,021 | (1+) P 
s, (3) co | 0,779 | 0,369 | 0,229 | 0,157 | 0,114 | 0,086 | 0,066 | 0,052 | 0,042 | 0,034| yl 


Bei kleinen Werten 6 wird man die Maximalmomente mit Vorteil in logarithmischer Form 
darstellen. Darf namlich der auf die Lastkreisflache entfallende Anteil der Bodenreaktion gegen 
die Gesamtauflast P vernachlassigt werden, so ist das fragliche Maximalmoment um den Wert 
P/4 x gro®er als das durch die zentrische Punktlast D erzeugte radiale Moment am Rande des 
Kreises*. Aus (14) folgt unmittelbar 

ey P(1+» ¥§8, P(l+v) _ P(l+y 

re = HekO) oe In = a ve ( 


Fur 6=0,2 bzw. 0,4 liefert die Formel (19) Werte m(0)=0,177 bzw. 0,122 in guter Ubereinstim- 


1 
In — + 0,616) (19) 


mung mit der Tabelle 2. 


1 FF. Schleicher, a.a.O. S. 82. 
2G. N. Watson, a.a.O. 5S. 434. ; 
3 4, Nddai, Elastische Platten, S.65. Berlin 1925. 


10* 


5. EinfluBfunktion fiir beliebige Belastung. Zur Erfassung einer hehebis verteilten Perri’ 
ist es zweckmafig, die EinfluBfunktionen (2) bzw. (3) umzuformen. Bedient man ‘sich auch 
weiterhin der Polarkoordinaten, so carte eine Einzellast P=1 in (0, y) eine Einsenkung an der 
Stelle (r,¢) 


ag 

fp Jol Ast BaF cose y) +P} da as 
worin wiederum «x fir r/J und & fir Lie steht. Einem peeereen Additionstheorem* patolae kann 
man den vorstehenden Ausdruck in die Reihe. é 


n=+0©0 
; P f In(Ax)Jn(Agday ) 
Wino bvl= aap.) [om mle 2) 1.0 a | 
entwickeln. LaBt sich die Lastfunktion ebenfalls auf die “tae . Nr Ghee | 
. n= oo ; F | 
PEW = J Pal€) corny 


bringen, wobei P,(£) eine Funktion von & allein bezeichnen soll, so wird die Bestimmung von 


whe) cae W(x, p&p) P(E, yp) PE dA dp, — 

\ \ 

wo F die Lastflache bedeutet, auf Quadraturen in der Variablen £ zuriickgefihrt. Im Falle » von | | 
mehreren Einzellasten tritt an Stelle des Integrals eine Summe. Auf Sonderfalle wollen wir im 
Rahmen dieser Arbeit nicht eingehen. ; re f 


St ch sri hi inbseeuth Aispualibona deiasmniechahieeaerslaaithetaasaaaaeenee ake aed coadiniener eet 


(Ehup eaieen am 21. April 1948.) | 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Sergius Mdidahseer Ge vane (16). Frankfurt/M., Basele? Platz 6. 
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Beitrag zur allgemeinen Schalenbiegetheorie. 


* Von W. Zerna. 


1. Einleitung. Bei verwickelteren Problemen der biegesteifen Schalen bereitet die iibliche 
anschauliche Ableitung der Theorie teilweise erhebliche Schwierigkeiten, so daf es wiinschens- 
wert erscheint, eine allgemeine Schalenbiegetheorie zu besitzen, die es gestattet, alle erforder- 
lichen Gleichungen und Beziehungen auf rein formalem Wege zu gewinnen. 


Bisher sind Arbeiten von Love}, Trefftz?, Reutter?, Fadle* und Deuker® bekannt geworden, 
welche die Gleichgewichtsbedingungen und zum Teil auch das vollstandige System der Differen- 
_ tialgleichungen der allgemeinen biegesteifen Schalen aufzustellen gestatten. Die dort gefundenen 

Ergebnisse lassen sich aber fiir praktische Aufgaben nur in beschranktem Umfange verwerten, 
da sie entweder nur Teilprobleme behandeln oder nicht immer ertragliche Voraussetzungen 


bzw. Vernachlassigungen enthalten oder schlieBlich bei ihren Anwendungen allzu umfangreiche 
und undurchsichtige Rechnungen notwendig machen. 


In der vorliegenden Arbeit sollen die Grundlagen der allgemeinen Schalentheorie neu ent- 
wickelt und weitreichende Bezichungen aufgestellt werden, die es erméglichen, in verhaltnis- 
maBig einfacher Weise alle fiir die Behandlung eines speziellen Problems erforderlichen Glei- 
chungen zu erhalten. Dabei ergibt sich dann weiterhin der Vorteil, durch Einfihrung verschie- 


dener Koordinatensysteme die fiir die Lisung zweckmafigste Form der Gleichungen heraus- 
finden zu koénnen. 


Fur die Herleitungen sollen die Vektor- und Tensorrechnung sowie die Methoden und Er- 
_ gebnisse der Differentialgeometrie herangezogen werden. Fiir die Schreibweise der diesbeziig- 
lichen Formelin werde verabredet, da lateinische Buchstaben als Indizes stets die Zahlen 1 
und 2 durchlaufen, und dai nach der bekannten Regel iiber doppelt auftretende gleiche Indizes 
‘summiert wird, ohne da8 Summenzeichen ausdricklich hingeschrieben werden, wenn nicht 


Ausnahmen besonders gekennzeichnet sind. Es bedeutet also beispielsweise 
gAt 9 At a #? 


a1 aa, 08, ” 


a™ b,, = a1 b, -+ a? b,, 


abe =a) (Oc? ab ck ) as (b" A bees) (eke = 152), 


wobei natiirlich obenstehende Indizes nicht mit Potenzen zu verwechseln sind. Sofern dies zu 
befiirchten ist, sollen die Exponenten durch Fettdruck hervorgehoben werden. 


2. Zur Geometrie der Schalen®. Eine Schale ist in geometrischer Hinsicht bestimmt durch’ 
ihre Mittelflache und ihre Dicke h in jedem Punkt. Die Schalenmittelflache mége durch die von 
zwei Parametern 7%; (i=1, 2) abhangige Vektorgleichung ihres Ortsvektors 


t = (dy) (1) 


gegeben sein. Die beiden Kurvenscharen 2;=konst. werden als Parameterlinien bezeichnet und 
bilden ein die Flache tberdeckendes krummliniges, im allgemeinen schiefwinkliges Koordinaten- 


1 4, E. H. Love, A Treatise on the Mathematical Theorie of Elasticity, 4. Aufl. Cambridge 1927. — 
. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat. Deutsch von A. Timpe. Leipzig und Berlin 1907. (Ubersetzung der 
Aufl. 

2 a Trefftz, Z. angew. Math. Mech. 15 (1935), Soon: 

3 F. Reutter, Z. angew. Math. Mech. 22 (1942), S. 87. 

4 J. Fadle, Ing.-Arch. 14 (1944), S. 413. 

5 E. A. Deuker, Z. angew. Math. Mech. 23 (1943), S. 81. Wahrend der Drucklegung erhielt ich Kenntnis 
von zwei weiteren Arbeiten, namlich von E. Reissner, Amer. J. Math. 63 (1941), S.177, und J. L. Synge and 
W. Z. Chien, Theodore von Karman Anniversary Volume (1941), 5S. 103, in denen aber andere Wege als in der 
vorliegenden Arbeit beschritten werden. 

6 Beziiglich der differentialgeometrischen Grundlagen vel. 4. Duschek und W. Mayer, Lehrbuch der Diffe-' 
rentialgeometrie, Leipzig und Berlin 1930, und M. Lagally, Vorlesungen iiber Vektorrechnung, Leipzig 1934. 
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netz. Mit @ sei der Abstand eines Punktes von der Mittelflache bezeichnet; 0; lauft demgema 
im i ekevall von —h/2 bis +h/2. Die die Schale De ene Flachen, fiir welche 03;= +h/2 ist, 


heiBen ihre Laibungen. ; 
Ist e,; der Normalenvektor der Mittelflache, so laBt sich dee Ortsvektor R eines beliebigen 


Schalenpunktes durch 
KR = 1 (di) + OB Cs (di) (2) 
ausdriicken (Abb. 1). Der Ausdruck (2) ist die vektorielle Darstellung einer dreidimensionalen . | 


Mannigfaltigkeit mit den Koordinaten #;, #;. Ihre metrischen FundamentalgréBien mx errechnen 
sich aus 


: Mik = Bui — 20 Vik-e On” Ceo) 
La/bung On (3) 


| 
f | 
~~ Mitel lache ipo dle 
j 


'Laibung Die’gi, sind darin die Koeffizienten | 
‘der ersten Fundamentalform der Mit- — 
telflache, die kovarianten MaBzahlen 
des MaBtensors. Die by, sind die | 
Koeffizienten der zweiten Funda- | 
mentalform, die kovarianten Mab- 
zahlen des Kriimmungstensors; und 
die cj, sind die Koeffizienten der dritten Fundamentalform der Mittelflache. 


Abb. 1. Schnitt senkrecht zur Schalenmittelflache. 


Werden mit e ; 
: ej = 0, : (4) 
die kovarianten Basisvektoren der Mittelflache bezeichnet, so gilt | 
; Sik = Ci ek. (5) 
Die kovarianten MaB®Bzahlen des Kriimmungstensors bestimmen sich aus 
ih pOves ae Oren ee ea 0G; 
eA RL Sm laa; ae] (0) 
worin 
4 . 1 des. = 1 
€3 Ve €y X ly ’ ao, et Aas bj; el (7) 
und 
§ = $11. 822 — ip 0 (8) 


zu setzen ist. — : 
Die kovarianten Mazahlen by, die kontravarianten MaBzahlen b’ und die gemischten Mab- 
zahlen 6b, des Kriimmungstensors sind durch folgende Beziehungen verknipft: 


a ae a 
bt es b; g : ; | 
. i] “g il % 
= 0 By — Vg (9) 
i) 
q bi b; Skl » 


. . 7 . . . = . . . 
worin die g* die kontravarianten MaBzahlen des MaBtensors der Mittelflache sind; sie ermitteln 
sich aus 


eee ee Sg Sica (10) 
Fur die Koeffizienten der dritten Fundamentalform, die sich durch die kovarianten und 
gemischten MaSzahlen des Krimmungstensors ausdriicken lassen, gilt 
d€3 0€3 
00; IO, 
Zwischen den kovarianten Basisvektoren e; und den kontravarianten Basisvektoren ec der 
Mittelflache bestehen die Beziehungen 


= bir by, (11) 


Cik = 


ek = gtk, , ] 
eh peices | (12) 
epe* = 0 (i +k), 

ee =] (nicht uber 1 summieren!). (13) 
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Mit d9*, dd seien die Koordinatendifferentiale bezeichnet, dann ist das Quadrat des Abstandes 
zweier Schalenpunkte mit den Koordinaten @;, 0, bzw. 0:+d0", 0,+d0% gegeben durch das 
Bogenelement 


dS? = dR dK = mad 9 dd* + (dg)? . (14) 


Ist 9; konst., so beschreibt ® eine Flache, auf der zwei Paare benachbarter Parameterlinien, 
auf denen 9; und 3;+d% konstant sind, ein Flachenelement bilden, dessen Flacheninhalt sich zu 


dF =Vm diidg? (15) 
ergibt. Darin ist 
Vin =|2% x 5 | = Vg (1-20, H+ 0,2 K). (16) 
1 2 . 
Es bedeutet in (16) 
H = +b . 2 (17) 
die mittlere Krimmung und 
K = by bs— by b; (18) 
das Gaufsche Krimmungsmaf der Mittelflache. Wird abkirzend gesetzt 
m* =1—20,H+0,? K, (19)o- 
so schreibt sich (16) ; a 
Vm = m* Vg. (20) 


Die kontravarianten MaBzahlen m‘* des MaBtensors errechnen sich aus 


Moo Myo my) 
: Sy Bee mee = at 


apa, Ce : 
m™m m m 


Diese Ausdriicke werden in Potenzreihen nach 3, entwickelt, die wegen der vorausgesetzten 
geringen Schalenstarke nach den quadratischen Gliedern ahgebrochen werden. Auch im folgenden 
werden grundsatzlich stets alle Glieder bis zu den in #, quadratischen heriicksichtigt. Fir die 
kontravarianten MaSzahlen des MaBtensors ergibt sich dann 


mit p® 19, D302 bY OF. (21) 
Weiterhin ist 


inva) att les 


was im folgenden jedoch nicht weiter in Erscheinung tritt. 


3. Der Spannungszustand. Es seien sj,, si, sj, s3 (i,k=1,2) die gemischten Mafzahlen des 
symmetrischen Spannungstensors, bezogen auf das Koordinatensystem der #;, 03. Ferner seien 
pi, py die drei Spannungsvektoren auf den drei Koordinatenflachen 3;= konst. und 3;=konst. 
Werden sie ganz auf die Basis ¢’, e, bezogen, so lassen sie sich nach einigen, hier tibergangenen . 
Rechnungen in die Komponentendarstellung bringen: 


ie (oi, e* + si es) (nicht tber i summieren!) | 


sea Leas | (22) 
Ps = They + $3 ey, 
worin die SpannungsgréBen oj,, a; wie folgt definiert sind: 
Oo; = Se + Os sbi + 5 8h by, bE (3) 


$ : l 
of = sh-+ 0, sf bh + O,2 sf Bt, bP. 


Die in einem Schnitt senkrecht zur Schalenmittelflache wirkenden Spannungen sollen tiber 
die Schalenstarke h integriert und zu einer auf die Langeneinheit der Schnittlinie mit der Mittel- 
fiache bezogenen Resultierenden zusammengefaBt werden. 

Diese Resultierende wird dann in eine Kraft mit dem Angriffspunkt in der Mittelflache und 
einem Moment zerlegt. Es ergibt sich fiir die in einem Schnitt 0,=konst. wirkende resultierende 


> 


Kraft ®, und das resultierende Moment M, die Darstellung me ty 


1 a — ‘ 4 
dec ra call Pr |/ mo. d 05, | r pueg 
ret +3 nee a eee ary : 
; MN, = Go a es X Py Ds |/ mop d 0%. : 


\ ; Aas ; 
s : : 2° ae 
©) g 
S 
dee % 
s* é 


4 


By =konstant 


(4 il ees u nN \ 


\ Aik 


‘ : } ‘ 2 ‘ f f 
Abb. 2a. Gemischte Mafszahlén des Langskrafttensors. Abb, 2b. Kontravariante MaBzahlen des Lingskrafttensors. 


* 


Entsprechend gilt fir einen Schnitt 0,=konst. 


, Y. ‘ h : ‘ j 


rT? LS i 
og gf elmer 
F Rat . Brace: 
thehe: ‘ t \ (24) 
i + ; A 
M, = === eg X P m,,d98. ; ¥ ; 
; ie Vane if 3 2Us V in Si 


2 Ain 


Bericksichtigung von (22) fiihrt mit Beachtung von (19) zur Definition folgender SchnittgréBen a 


7 
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Mit (25) wird bei Beachtung von (10), (20) und (22) aus (24) 


] 
i = V git (Nj e' + Qi es), 
1 (nicht iber 1 summieren!) . (26) 
il 
= M” e1 


Sits = : 
git ' 


Die Bedeutung der in (25) definierten GréBen wird aus (26) klar, sie sind in Abb. 2a und 2c 
veranschaulicht. 


Die Nj, sind die Langskrafte, sie sind parallel zu den kontravarianten Basisvektoren e! und : 
bilden die gemischten Mafzahlen eines Tensors, des Langskrafttensors, der im allgemeinen nicht ‘ 
‘symmetrisch ist. Im Falle sich hs 
rechtwinklig schneidender  Para- 


meterlinien nehmen N3 und N? die J 
Richtungen der Schubkrafte an. & 
; . E N 
Die M*™ stellen die Momente @ 


dar, die Richtungen ihrer Vektoren 
verlaufen parallel zu den kovarian- 
ten Basisvektoren e;. Sie bilden die 
kontravarianten Mafzahlen eines 
Tensors, des Momententensors, der 
wie der Langskrafttensor im allge- 
meinen nicht symmetrisch ist, so daB 


Mi2 + M21, 


Ist das Netz der Parameterlinien 
orthogonal, so sind M}!? und M?! 
die ublichen Biegemomente und 
M1, M?* die Drillungsmomente. Ne 
Die GréBen Q sind die Quer- - Oy 
krafte, sie stehen senkrecht auf der 
Schalenmittelflache und kénnen als 


kontravariante MaBzahlen eines Vek- 
tors gedeutet werden. 


By =konstont 


Abb. 2c. Kontravariante MaBzahlen des Momententensors und Querkrafte. 


Es bereitet nun natirlich keine Schwierigkeiten, die kontravarianten Mafzahlen N“ des 
Langskrafttensors zu bestimmen, es gilt namlich 


N= Hee (27) ‘ ; 


Ihre Richtungen verlaufen parallel zu den kovarianten Basisvektoren, wie es Abb. 2b zeigt fh: 
Wegen der Unsymmetrie des Langskrafttensors ist im allgemeinen 


DN Be NPL 
An Stelle des ersten Ausdruckes (26) tritt mit (27) 
N;, = ee (N"e;+ Q'e,) (nicht iber i summieren!). (28) 
V git 
Die kovarianten MaBzahlen des Langskrafttensors sowie die gemischten und kovarianten 


MaBzahlen des Momententensors lassen sich auf entsprechende Weise bestimmen, doch kommt 
ihnen hier keine Bedeutung zu, so da darauf nicht naher eingegangen werden soll. 


4, Das Gleichgewicht am Schalenelement. Fiir die weitere Rechnung ist es zweckmafig, die 


auf die Langen |e,| = V g,, und leg] = V gop entfallenden SchnittgréBen einzufiihren. Sie mégen 
wie folgt bezeichnet werden: 


8, = Ny |) 822 » Ky = Ny | su 


tas ears (29) 
= M, |/ Bee» f= Ms | Bir - 
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Die auf die Lange der Linienelemente 

ds, =|e,|d91 = |/gu ¢01, 

ds, = |e,|d0 = ]/ go. d0? 


entfallenden Schnittgr6éBen lassen sich mit (29) unter Beachtung von (10) und (26) in nachstehen- 
“der Weise ausdriicken: 


Rds, = Vex 1 = % 8, dd? = |/g (Ni e+ Ore.) dd?, 
22 
Rgds, — 2 ds, = @, dO = Vg (Ni el + Q2e,) dd, : 
Veu (30) 
M, ds, = ae dso 0,0 Ve M™ eds, toate 
22 
TM, ds, = -e ds, =%,d01= |g M™eaddt. | | 
11 " 


Wird der Langskraftvektor in. der Gestalt (28) verwendet, so tritt an Stelle der beiden. ersten 
Gleichungen (30) 


RN, ds, = |/g (NV+ Q? e,) dd, te (31) 


Ms dsy = |g (N% a+ Q?e,) dd". 
Mit Einfihrung der Bezeichnungen 
x =VeNi, Ne=ygn, 
=e @. M* = |g M", | 


die reduzierte SchnittgréBen heiBen sollen, folgt aus (30) bzw. (31) 


(32) 


i = Ni e+ OF es 
= N#e+4 Qieg, ; (33) 
g; = Mie. : 
@). 0) (o- 


Fur die auf die Langeneinheit bezogenen SchnittgréBen, die durch Nie N**, M*, Q' gekenn- 
zeichnet werden sollen, ergibt sich 


(0) ieee (0) Teoee eee 
NE SN = oe NG Ma 2 m | N} 


Ve ae 822 
Ne N2 = 1 N2 Ne (ee N? /< N? 
PES y 2 Ve : 2° 1 ge ab Bt ies. 
Nu = Bu at Su Nil N12 — ]/o N12 — W12 ‘ 
Gl ersretteh vied (Cee rhe te oo) Me A, 
8 22 


$11 


N22 £2) 28 NPAs |/ N22, N21 ee Ve Ne aN Le 
Sf | (34) 


Nites /s Mu |/ mm : ue oe Vs MY a Me ; 
& 


§22 


(0) Piss me exes ee 
M22 — 22 M22— | / 822 M22, et = Vg M21 — M21, 


gs fi 


Werden langs der vier Seiten eines Flachenelementes der Schalenmittelflache die Flachen- 
normalen errichtet, so begrenzen sie zusammen mit den Schalenlaibungen einen Korper, der ~ 
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Schalenelement genannt wird. Die auf seinen Begrenzungsflachen wirkenden Spannungen lassen 

sich in der angegebenen Weise gema®B (24) zu resultierenden SchnittgréBen zusammenfassen. 
Die auf die Flacheneinheit der Schalenmittelflache bezogene duSBere Belastung sei durch den 

Belastungsvektor p gegeben. Auf das Schalenelement entfallt dann die Belastung 


Pd dH =p |g diay. (35) 


: Nunmehr sind alle am. -~R ape le,x &, tek )aaasé 
Schalenelement angreifen- 
den Krafte und Momente 
erfaBt. Sie sind in Abb. 3 
durch ihre Vektoren dar- 
gestelit, wobei die durch 
die Parameteranderungen 
bedingten Anderungen der 
SchnittgréBen beriicksich- 
tigt sind. 

Das Gleichgewicht am 
Schalenelement verlangt, 
daB die vektorielle Summe 
der angreifenden Krafte a OSG GR xo 
und ate Momente beziig- (A+ Gg, 20/40 

_ lich eines beliebigen Punk- 
tes verschwinden. Dieerste 
Bedingung fihrt auf die aus Abb. 3 unmittelbar zu entnehmende Vektorgleichung 


Ori 8: Be 
ee ae 


Abb. 3. Schalenelement mit angreifenden Kraften und Momenten. 


feat (36a) 


Wifd als Bezugspunkt fiir das Momentengleichgewicht der Schwerpunkt des Schalenelementes 
gewahlt und werden von héherer Ordnung kleine Gréfen vernachlassigt, so liefert die zweite 
Bedingung die aus Abb. 3 ablesbare Vektorgleichung eS 


a0, { Wi Wee be Wie wees Gali (36b) 


Werden die in (36b) auftretenden Vektorprodukte unter Beachtung von (33) und (27) berechnet, 
so ergibt sich eietk § 
ey X My = //g (N™ e, — 020%), 


sae < (37) 
ey X My = ls IN raes rn er).- 
Mit (37) nimmt (36b) die Form an 
0%) 0X2 Vicon th 12 7V21 wy hig wear ese 38 
To Poaes hy 2 te Ne) + Ore Oe. 8. (38) 


_ Werden jetzt in (36a) und (38) die Ausdriicke (33) und (35) eingeftihrt und die Differentiationen 
ausgefiihrt, so ergeben sich die beiden nachstehenden vektoriellen Differentialgleichungen, die 
das Gleichgewicht am Schalenelement vollstandig beschreiben: 


ay \ ue 
; ONi Oe oes aQ! des fA: tak 
fo AEM te se toe +R =0. | 
Oo 00; ad 00; 
avy l : (39 a) 


a Mt QC mikey AR Nae SPINOR eal sie es 
a ATE, 28 Fim Vg [a (4 Gee — Det 


Mit den kontravarianten MaBzahlen des Langskrafttensors nimmt die erste Gleichung (39a) unter 
Beachtung von (33) die Gestalt 


Me GIN re s0 ey Nae aQt |, des Gi g=0 oe 
i ee +p V/g (39 b) 


an. 
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Verschwinden alle M‘* und Q', so folgt aus (39) sofort die den Membranspannungszustand be- 


schreibende Gleichgewichtsbedingung 


; aM CereN; Sahn 
OTe aa en ES a 


oder auch in der Form 
q 0 Nii 0 Ci ATik iy Saad US 40) 
ei - an ap oO, N ae p Vs aad 0 > 


rit N12 = N21, 


5. Der Forminderungszustand. Durch Einwirkung auSerer Krafte erfahren die Punkte der 
Schale Verschiebungen, deren GréSe von den Spannungen und dem Werkstoff der Schale ab- 
hangt. Fiir die weitere Rechnung wird in Ubereinstimmung mit den bei diinnen Schalen iblichen 
Annahmen vorausgesetzt, da 

1) die Normalen zur unverformten Mittelflache auch nach der Verformung zur neuen Mittel- 

flache normal sind; 

2) die Spannungskomponente s} tberall so klein im Vergleich zu den anderen ist, da® ihr 

‘Einflu8 auf die Formanderungen vernachlassigt werden kann. 


Fir die verformte Schale 


ke; moége der Ortsvektor der Mit- - 
Seainbes ise pe telflache mit t, die Schalen- 
mt normale mit ¢, und der Orts- 
——~/ yor der Verformung vektor eines beliebigen Punk- 


: tes mit 9 bezeichnet werden. 


GemaB Abb. 4 kann d&nn 
geschrieben werden, wenn die 
bei der Verformung auftre- 
tende Anderung von #3 als 
von héherer Ordnung klein 
vernachlassigt wird: 


R=t+9,¢,. (41) 


Der Verschiebungsvektor, der 
den bei der Verformung zu- 
rickgelegten Weg eines Punk- 


tes der Schalenmittelflache 


Abb. 4. Schnitt senkrecht zur Schalenmittelflache vor der Verformu: a i i i i 
und nach der Verformung. asd ngibt, oe iis gilt ony 


/nach der 
) Verformung 


tT=t+b. (42) 


Die MaBzahlen my der ersten Fundamentalform der verformten Schale ergeben sich analog 
zu (3): 
Mik = Bik — 204 bin + 952 Cin, 


mi, = 0, elie 


(43) 


worin giz, biz, Cix die MaBzahlen der ersten, zweiten und dritten Fundamentalform der ver- 
formten Schalenmittelflache bezeichnen. 


SinngemaSe Anwendung von (5) liefert mit (42) fir die MaBzahlen der ersten Fundamental- 
form der verformten Mittelflache, wenn, wie in der klassischen Elastizitatstheorie iblich, GréBen 
von der zweiten oder héheren Ordnung des Verschiebungsvektors gegen solche erster Ordnung 
vernachlassigt werden, 


bean oe Sy oy) 
Sik = Bik + @i )d, th Sr (44) 


% 


eiterhin ist ead eh Yor ya . See 
a> ou er sch re Bah te ita . 4 ab { . f f 4 ‘2 
: 4 3 ae Sik sagt facet J (1 + 2e era , (45) zs ag 
Bie ; i ae 
; : : Ber at Lay er 50:0 yee 
7-_ Ve ude (1—e smi) een), : 
-folgt. oes ; | ae 
¥ Der Normalenvektor ¢, der verformten Schalenmittelflache errechnet sich mit (46) und unter mes 
4g _Einfihrung von : Beat hy 
| an ab “ab Wie: db icles 
to = — aes a py sent) ae rctescare \ Ny terete k fi 
| Va; (ax pam a re °3 (e 7) Ge es) F a0) ih 
ea = ey X Cg = eg + ve (48) Pai? 
Entsprechend (48) 1a8t sich schreiben ' | ig ‘ ; 
‘ oe yh ae 4) 
des — dw — ea 
89; 00; eo) | Cy) ee 
: Die MaBzahlen der zweiten Bariaetn cartes der verformten Mittelflache folgen zu / ia " 
‘ : : av 4 pein S e 7 Pf 
heey i : ht : be 
4 ba bac 4 he ee (50) sy 
; : ie 
: Fir die MaBzahlen der dritten Fundamentalform der verformten Mittelflache ergibt sich ah he Bs 
Betis: ee (11) * por, 
Ee dm 7 8 a 
a ai a Eanes 0%, oe 8; - oe i : 
4 RDer Abstand zweier benachbarter Punkte, der vor der Verformung durch den Vektor dR 4 Be 
_ bestimmt ist, betragt nach der VS dR; er bestimmt sich aus . oF 
; 
dk? = muddido®. — (52) Ms 
‘ i" if 
J Der Drsprunglicke Abstand |d|=dS der beiden Punkte geht in den Abstand dS45d5 tiber, os 
wenn 6dS den Zuwachs angibt. Werden Glieder zweiter Ordnung in 6dS vernachlassigt, so ist 
F de ads esas dS Laséds: - (53) 
p caraus. folgt ; i pee 
z dx? — dw? = 2dS das. (54) 2 ae 
: Mit (14) und (52) sii sich aus (54) ; ny Le 
4 6dS doi dpe ee 
S CAS wae Pas Sid S.? (23) eae 
es worin he . a i 
3 ; m2 of 
2 : Eik = —y (Mix — Mik) ; (56) 
die kovarianten Ma8zahlen eines symmetrischen Tensors, des Verzerrungstensors, sind, die mit is 
_ (3) und (43) folgende Gestalt annehmen: 6 
; cu = 5 (Bik — ga) — Os (b biz — bux) + = Og (ik — Cik) - (57) aie 
Die spater benétigten gemischten MaBzahlen ¢j, des Verzerrungstensors erhalten, wenn wieder Sige ve 
nach den quadratischen Gliedern von # abgebrochen wird, die Werte i 
| é = exm™ = aj, + 05 Bi + Os? Yi. (58) s 
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darin bedeuten 


: Li ae k fl, wenn i=k 
a, = > (8 Bic — 03) 0; as wenn itk ° 8?) 
Bi, = — (g" bu — ip ; ~ (60) 
vie = sar ¢ Clk ae - Ba b™ bE, — 2 bY bia - (61) 


Vermége der Beziehungen (44), (50) und (51) lassen sich die GréBen «j,, Bi,» y, dureh den Verse 


bungsvektor » ausdriicken, es ergibt sich 


ie dv if % dd li dd li dm ; 

Mater vem Scat cree RY bal came a 
i 3 dv Im Jt dv ln pt " {< dw i dv li 

= sla sg Ott seb vit — Bier | ag ett 2a OE + 


d tp li DL aa, 
+35 {28 er + 9 6 bj er . 


6. Das Elastizititsgesetz. Unter Voraussetzung eines isotropen Werkstoffes wird fiir die 
»Spannungs-Verzerrungsgleichungen der Ansatz 


E 2 
St = ear (€} +- 1a £5) ; 


E 
ee: (e5 + LL &) oy 
\ 


= 26.e5; 


3 = 


(63) 


sS=268 


gewahlt, worin E den Elastizitatsmodul, wu die Querkontraktionszahl, G = Ejo(14) den Schub- 
modul bedeutet. 


Wird (63) in die Definitionsgleichungen der SchnittgréBen gemaB (25) eingesetzt, und werden 
dabei wie bisher Glieder bis zur zweiten Potenz von ?, beriicksichtigt, so liefert die Integration 
tiber ?; 


ie D (wh joe) + B { yi—b2 B+? B+ uw (y3—b2 B28 By} , 

Nz = D(1—p) od + B { y3—b} B+05 Bi—p (y}—bi BL} 3) } , 

N? = D(1—p) of +B { y2—b3 Bib? B2— pw (y}—b; 62? B) | 

N? = D(o2+o2) + B {y2—bi P2403 B+ (yi—bt B!—b} B2) | 3 
Vg MU= —B { Bi—b! od4+Bi at — ps (B1—bt ok —BE 02) Be 


VgMP=  B { fi—- ot +0; aap (B31 Bi a} 
Ve M2— —B { bi o2+bh o2+u (Bi—b at —b a? 
VeM2— B {B—b2 2+? of—p (BB «2 —B? ao 


r) 


l 
j 
\ 
J 
ies 
\ 
j 


) 
) 
) 


Darin ist D = ———_. die Dehnungssteifigkeit und 
1—p 
3 
Be a die Biegesteifigkeit. 


Die Querkrafte lassen sich nicht in entsprechender Weise durch die VerzerrungsgréBen aus- 
driicken, da sie infolge der gemachten Annahmen tber den Verformungszustand keine Form- 
anderungen erzeugen. 
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Mit Hilfe von (62) lassen sich die VerzerrungsgréBen durch den Verschiebungsvektor » aus- 


driicken. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


Re ec Soneneee Rta am as fie ih 
a See Vee eae aa 


(65) 


_ ergeben sich schlieBlich nach langeren Zwischenrechnungen fiir die SchnittgréBen die Ausdriicke 


Ie fg 8) ish vb” e+ mg? b’eg + — gi? (v’e, +" eg) } jag 
+ B { [b4(b!—b2) + (2—p) bY BE] ve, + [* ott 2 + S# 512 B3]v" eg + 
+ [bt og + 1S (bt bt 022 by] v'ey +b! BF vey + 
+ [gt*(bi—b3) + S* gi? bi] we, + [gt4 3 + “FE gt? Ba] wee, + 
+ Cert ag 15 gr2at] w’ ey + [ett ot 58 280] w'eg} 


NES Do 2iel yet gt! (eect bie) ye 
+ B {woos ve, + 5% bu (bt — 2 8) + 2S" B12 BI] vey + 
+- ee p12 pi a pil bt] bet [D22 b+ (1p) 5118] save 
+ * git bh we, + [gl bi 4 lt.b2] 1 ep a5 
+ [gt bh + =" obi] we, + [g22bh + S* g11B?] w'e |. 


N?= D =" {2 g12 v'e, +822 (ve, + de) } + 
+ B { [b126? + (1—jx) 62263] v’ ec, + [24 61252 + + b22.B3] ve, + 
+ [* b22(b8—2 bt) + =" 612 83] 0’ ey + b22b2.0’ eg + 
+ [git bi + * g® bs] w' ey + [g12b? + S* g??b3] w' es + 
+ igi? be — g22 bt] we, + nae teal OT ey } 5 


Nz= D ie" b’ ey + yogi! v” ey + ~T# gt? (v’e, + vb" ee) f + 
+ B { ob! bib et [B22 phate lau (b11 b? — bP b2) | pes + 
4 (ope oman tom at] ote, + [0 EB + (2) DE] 9 e+ 
+ [gt 3 — = g!? bh} we, + [g?2b) — >" g?b3] w' eg + 
+ [922 bs + 45* gt? bt] w’e, + [g22(b3—b}) + “* g?? bi] w’ eg}, 


(66) 


ay 


Vg MB = —B { wg bh ve, + [5* gt (b—20)) + F* bag?) ven + 
a na got + 2" 12 bh] v’ ey + [922 b, + (1—y) gt Bi] b’eg + 
(12) [g1* w’ e, + g?? ip es] } 


? 


Veg M2= B { [g11(b1—b2) + (2—u) g2203] ve, + [S* gt bi + S* gt? bi] v’e, 4 
| 4 [git be 4 1# (6) g22— Ah actor ioe 


4 git’ ey + gi? wen + w gi? w'e, + wg w'es |, 


Vg M2 = —B{ w gi? bh ve, + [g22bs + *<# (git b? — g32 b2)| ben + 
+ [Bebe + Ze gt bi] » ey + [e282 BI) + (2p) gl BE] ve + 
+ gl2 we, + g?2 we, + wgit we + wg? w' ey } A 


Vg M2— B{[g1bi + (1—p) 9263] vey + [G* 9290; +P" 1? Bi] veg + 
Pillage e2(bs 2 tay Ge web bes pu ge? Bs Oe 


+ (L—p) [g1? w’ e, + g??  e9] Me 


—— 
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Werden als Parameterkurven die Kriimmungslinien der Schalenmittelflache gewahlt, so 


vereinfacht sich (66) mit b” = b,, = bi =g*=0, fir i+k, erheblich, und es wird 


Ni = D { gttv°e, + 1g?2v' eg } + B (b—b3) { 110" e, + gitw'e,}, 


Ni =D *5" git{v’ ey + v’egf + Bs" { bY (bi —2b3) 0° en + BI Bi v’e; + 


+ git(b11 w’ e, — by tv" e2) } ; 
N? = D 154 g2%{v'e, + 0’ eg} + BAS" {b% B30" e, + 2? (bj — 2 bi) ve + 
+ g22 (b2 tv’ eg — bi w’e,) b> 


N3 = D {g?? v' eg + gto’ ey} +B (b3—b}) { 52? v'eg + g2? wep, 


(67) 


Vg Mu ——B 5" { gt (12 b2) veg + gt biv’e, + 2 gl w' ey 
VgM2= B {gi (bt — bi) v'e, +g! w'e, + ug wee} 

Vg M™ = —B { g* (bi — bi) vey + met wgim'eay, , 
VgM2— B*5# { 922 b2 v' ey + 2 (bz — 2 bi) v’e, + 2 gwen}. 


Die Formeln (66) stellen das allgemeine Elastizitatsgesetz dar, das den Zusammenhang 
zwischen den SchnittgréBen und den Verschiebungen vermittelt. 


Abb. 5. Element der Mittelflache einer 
Rotationsschale. 


Nunmehr sind alle Gleichungen und Beziehungen abge- 
leitet, die eine mathematische Behandlung eines Problems 
der Schalenbiegetheorie erfordert. Wird namlich das Ela- 
stizitatsgesetz (66) in die Gleichgewichtsbedingungen (39) 
eingefihrt, so ergeben sich zwei vektorielle Differential- 
gleichungen, aus denen sich unter Bericksichtigung der 
Randbedingungen der Verschiebungsvektor » und die beiden 
Querkrafte Q' ermitteln lassen. 


7. Anwendung der Theorie auf die allgemeine Rotations- 
schale. Die vorstehend entwickelte Theorie soll nunmehr 
auf die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen und des 
Elastizitatsgesetzes der allgemeinen Rotationsschale an- 
gewandt werden. j 


Als Koordinaten werden gewahlt: der Winkel gy, den die 
Schalennormale gegen die Rotationsachse bildet, und der 
Winkel #, den eine beliebige Meridianrichtung mit einer 
festen einschlieBt (Abb. 5). Es stellen somit die Parameter- 
linien g=konst. die Schar der Breitenkreise und die Para- 
meterlinien @=konst. die Schar der Meridiane dar. Den 
bisher benutzten GroBen kommen nunmehr folgende Be- 
deutungen zu 


=; Meat. 


Die Einheitsvektoren tangential an die Meridiane, tan- 
gential an die Breitenkreise und in Richtung der Normalen 
mogen mit i, j, £ bezeichnet werden, sie seien so orientiert. 
daB sie ein Rechtssystem bilden. Weiterhin werden be- 


zeichnet: mit Punkten Ableitungen nach g, mit Strichen Ableitungen nach @. 


Aus Abb.5 ergeben sich mit den dort benutzten Bezeichnungen ohne weiteres die folgenden — 


Beziehungen: 


haat 

IAT Meee 

1 dj : f 

1 = 39 = —cospi—sin pt, 
acts Done. 

BREE ae gat pa fe ls 
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Be i eronten Basisvektoren fine zu 


I = 


C= Tt. eg =r i=rmsin gj, Pe a (68) 


Par die Atbanies des MaBtensors folgt aus (5) und (10) mit (68) 


- 


a bun’, fi. = 9, 822 =o = 12? sin? p, 
3 gua ies gz=0 go tty I (69) 
bs 55 peaks toed Xi 8 Fo rein @ 
_ Weiterhin ist aes 
3 gar 1 = 1? 1,7 sin? » . 
_ Die MaBzahlen des Krimmungstensors errechnen sich gemaB (6) und (9) zu 
g o 
4 Paes by. = 0, box = — ro sin p , 
! 1 : ’ 1 
. bt a bh Saft = : 2 = — — 
* 1 T) e 2 0, b; T, rf (70) 
a , iy nape, Oe bl2— 0, §22 ae 
3 : T2 19 
7 Die kontravarianten Basisvektoren schreiben sich in der Form . 
@ f : iF 
P eae Pee | é 
‘ ele, | e2 = —., (71) 


' oy To 
Far die Ableitungen der kovarianten Basisvektoren ergibt sich aus (68) und der Beziehung 
T = 1, Cos © ’ 


% 
By _ ey =p i— 7 ts 


Ay oe 


i ae =r, cs pj=rsj, ih 


ro i = 17, cos Yj, 


— rp (cos pit+sin et). 


“y 
Oo) fs.) 

We 
[lia 


% 
Pn 
iw] 
I 


Die das Gleichgewicht Be cre boner Vektorgleichung lautet ausfahrlich, wenn die Form (39b) 
_ benutzt wird, 


ar a +20) 4 


‘ ay dy a” (73) 
i eens oe (Ne 4 Nis) 4 88 Nay 202 Qt + 4% G24» /g=0. 


BP clcichung (73) wird nunmehr mit en Basisvektoren ¢, ¢, ¢3 skalar multipliziert. Es ergeben sich 
_ drei skalare Gleichungen, die die wblichen Gleichgewichtsbedingungen in Richtung der Meridian- 
_tangente, der Breitenkreistangente und der Schalennormalen liefern: 


. 9 N21 : 9 N21. . Nn | nw Ql = 0 
me C3 Ty ay came ad ar an —ToTy COs / +H Qi rrp =0, 
12 =e saz A: , 
rg iS th i eer ry (N21 ++ N#*) +79 sin. p QO? +7, Tro Pee =O, (7A) 


vi 2 A , ii i : 
c + 22 _ 4, Ni rysin gy N84 1,799 = 0. 


PWerilen gemah (34) unter Beachtung von (69) die auf die Langeneinheit bezogenen Schnitt- 
gréBen 


NTO Nie NAL N12 N21 N21 2d xd N22 : 
INDE OS NIL N12 N22) NAT : Pepe : 
Tr 0 (75) 
(0) (0) 


Q? =, Q? 


eingefithrt und 


pt=Ppg> bi=ps, pl=py 


J 
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gesetzt, so laBt sich (74) in die folgende Gestalt iberfihren: 


Ae 3 (0) a N21 oh ea 
Bt nee a er oa eae cone TteQ +91) Pg =95 
F) (0) a 0) ¢ (0) : (76) 
EF (r> N24?) + 7, +r,cos y N21+ 17, sin p Q?+ ry) 7, ppg = 0, 
(0) (0) (0) 302 


= Limes ry sin y N® + 57 (79! er, 


Ty Pye 
Um das Momentengleichgewicht aufzustellen, wird von der zweiten Gleichung (39a) aus- 
gvegangen. Sie lautet ausftihrlich geschrieben 
-7 39M 9 M21 M2 3 M22 
ier Tee ee a 
a “ re M221 Ve [et Q2 —e2 QL+ 5 (N22 — N21) | (hee 
1 


| Lee eur cua (M22 4. M22) + 


Multiplikation mit ¢,, ¢), es liefert 


M11 9 Me = = — 
aes ue ) ry 7; M414 rr, Q? — rr, cos p M7 = 0, 


Md Ga 


ap ar) | 
aMP | 9M Sa ar F Pe 78) 
te Aa ROE ) ry To (M12 + M71) —ror,Q' = 0, (78) 


— 1, MM — 19 sing M+ ror, (NP — N?1) = 0. 


Kinfihrung der auf die Langeneinheit bezogenen SchnittgréBen gemaB (34) 
Mu — 7 Mu, M2 — Me, M21 — M21, M22 — ype (79) 
ee iP 
bringt schlieBlich die Gleichgewichtsbedingungen (78) in die Gestalt 


(0) j 
(0) P) 21 (0) (0) > 


so (MM tn, —1, cos p M® — 1,7, Q? =0, 
We 
(0) (0) (0) 80 
+e (ro M22) + 7, ye 09 Sey, cos Maret ve BY) 


(0) (0) 


— Tr, M1} — re ain GF MR T (N12 N21) = (0. 
Die Gleichungen (76) und (80) stimmen mit den bei Fliigge! zu findenden tberein, wenn von 
Unterschieden in den Vorzeichen abgesehen wird, die auf das hier benutzte von Fliigge abweichende 
Dreibein i, j, £ sowie auf eine etwas andere Definition der positiven Richtungen der Momente 
zurickzuftihren sind. - 


Um das Elastizitatsgesetz aufzustellen, wird von dem Verschiebungsvektor » ausgegangen. 


Werden seine Misvahtions in Richtung der Embertsvektoren i, Is f mit u, v, w bezeichnet, so lautet — 


seine Komponentendarstellung 


b=uitvjtwt. ee (81) 
Damit ergibt sich dann weiterhin 
pb =i (ut w) + pe E(w — wu), (82) 
vb’ =i (w’ — v'cos py) + ji (ucos p+v'+wsin y) +f (w’ —vsing). (83) 
Der Vektor w 1aBt sich nun gemaB (47) leicht bestimmen, es ist 
oS (w° — u) i — ut (w’ —v sin —) j (84) 
il To 
und 
oe w—u \", w’—vsing\", wu 
aan Gina ime sth Be 
Pe a PRS Dar OD ela NE es ee alee | ee | 
te = ( |i a cos y 4 ( = ) j 3 in 


1 Ww. Fliigge, Statik und Dynamik der Schalen S. 145, 146, Berlin 1934. 


‘ 


chalenbiegetheorie. 


ag : a ° ‘ : . s " e . : is fae =i 
bs be=n(u+w), . Ae ae 
B= z = = = > , Sok ‘ f. De ~P 
Bata. vb’ ey = 7, (u'— v cos @), v’ es = T9(u cos p+ v'—wsin @), ih 
# A Re3:, : w'—uwu \* oe whee Es Rey, 
‘ IO Cy ee r ( ) =— w ee eee di 
; ah 1 a ‘ Sie u an Th (w u) ’ fe re; sar 
5 Bn he _ (w'—vsing \' in eer r 5 arehi: 
Bene op: e, = — ro (— ee ay ae OA So Ace Pose ¢ (86 peo 
a z 2 ol r ) w+ rs ctg pw + rae ret To) ctg pv, Pe) | Ch 
a es “cetg p — vcos w—Uu\i}\ 7 r >, 
- tp’e, =r. |=" ex ) etlg sail reg head Sal: piers , A, gy 
4 : 1 ae a % “ ctg p w as cosmu—w +u, = ae 
f . < ‘ | bees ; 
S ° t ° A ‘ 1 
: w'—u w’—v sin p r, BK ee at 
i. yy! & = — — = pee es e205 Sea! t : 
3 “2° ro| Pee o+( = ) ele a. ie eae +0’'sing. a 
3 “i “se 
Ben Re ; ue nia 
Wird jetzt (86) in (67) eingesetzt und (34) beachtet, so ergibt sich nach einfacher Rechnung = 
1 {0} i. u+w w+uctgp , v' se eas oe ' > Aan 
xs Se Ni = D{**"4,["tecer, 2) — BBE2 1 (ut-w')+ w+ wl, | Mere 
E 77 10h Tonle ceil Te ; we ns 
q (0) : ni He ene :. 
4 © . . 3 ' 6 aa 
& l—-y{v u’ vctg 1— T1—T2\2 / v v ctg abe ic 
ENA eae Den pt |> ues ? ae (=) (229) “9 aoe 
4 fans 2 Lal as To Ty sire 2 Tavis Ty Ta ai 4 
q Ries — w" . i ae 
9 TeTgtg \. Te ry ) } : be 
(0) ] 1 2 a! : oa =i 
NA = Wigs Nahe le fv SE TIEN vetg p JB tad (=) eG ie 
= Ty z : iz | Ty T > ie 2 TT. itn x Bayes oe: " 
. sy i Sy ae 
Wels yess eeS wis \ ; ‘ i 
7 Up ret 8 tay )} . | ‘ 


PO aa SN ee re ee 
o 
at 
a 


2 0 re Lat rr Ts 
; Zz i Ty—T. ( w w! ctg | a 
1%, \To rar, Tey \ ; 
4 ieaare pit, | 17. 0 (87) : a 
‘ag : Sy 
- ) ar 1 1 To —2r, v ES ts 
4 pier et ieee (qe ( a0 4 T. 1s Bee 
3 a To ee a G=#) | ROLE % Oh Bi rT, 2 ee 
- 271—T, v ctgp , : ee es 
a ee OLS, Qe ae w'|. f Ne sh 
= TT 9 2 ToT y A a 
4 Mia Ny is ap ee ea lt ( w"’ wu u—w ie oe B 
V 2 me ry To \ To Ue Tits Lt iia Li 
_- TT, 
TPT, | : 
ven le M2 B w'! ley SRN w Ce ? = Sah - os ; 
ar /8 a To an 7 (w" —w) 4 71 Se L = ee 
(PS ah Tee )} 
34 See a ey ple 
ag Pow are: |g aN ae (Bag iracn rar Tyree Tora Pt ayers Wi f bs 


m Die Ausdriicke (87) stellen das allgemeine Elastizititsgesetz der Rotationsschale dar, das 
_gusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen (76) und (80) das vollstandige System von 
 Gleichungen zur Bestimmung des Spannungs- und Verformungszustandes der allgemeinen 5 
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Rotationsschale bildet. Die bekannten Ausdriicke fiir die in der Literatur behandelten Sonder- 
falle! sind darin enthalten. 


8. Zusammenfassung. Es werden die Grundlagen der Schalenbiegetheorie entwickelt, indem 
unter Verwendung der Vektor- und Tensorrechnung im Rahmen der klassischen Elastizitats - 
theorie allgemeingiiltige Formeln abgeleitet werden. Sie gestatten insbesondere die Benutzung 
eines jeden beliebigen schiefwinkligen oder rechtwinkligen Koordinatensystems. 

Nach einer kurzen Zusammenstellung der wichtigsten Beziehungen aus der Differential- 
geometrie der Flachen werden zunachst die SchnittgréBen neu definiert und zwei vektorielle 
Differentialgleichungen aufgestellt, die das Gleichgewicht am Schalenelement beschreiben. Es 


werden dann die VerzerrungsgréBen bestimmt und ihr Zusammenhang mit den SchnittgréBen — 
gewonnen. SchlieBlich wird das Elastizitatsgesetz, das den Zusammenhang zwischen den Schnitt- 


gréBen und den Verschiebungen vermittelt, aufgestellt. Es zeigt sich, da die gefundenen Er- 


gebnisse trotz der groben Allgemeingiltigkeit sehr ibersichtlich und fir die Anwendungen einfach 


zu handhaben sind, was am Beispiel der Rotationsschale noch naher ausgefihrt wird. 


(Hingegangen am 24. April 1948.) 


Anschrift des Verfassers: 
Dr.-Ing. Waveane Zerna, 10, North Parade, Whitley Bay, Northumberland, England, 


4 Vel. z. B. W. Fliigge, Statik und Dynamik der Schalen, S. 149, Berlin 1934, und A. Havers, Ing.-Arch. 6 
(2935), i< 282. 
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